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Vorwort. 



Denkt man sich die Coordinaten der Punkte einer Ciure ausser 
von einer VenlnderliclieQ noch abhängig von einem Parameter oder 
zwei Parametern (unbestimmten), so erl^lt man eine ein&ch oder 
doppelt unendliche Curvensehar, in der Bezeichnung französischer und 
italienischer Mathematiker eine Ourvencongruens. 

Die Erümmungseigenschaften einer solchen Schar hängen ab von 
den Erümmungseigenschaften der EinzelcuTven der Schar, welche mit 
Hälfe der Methoden der Gurrenlehre zu erforschen sind, und von der 
Art der Anordnung der Gurren. Die Untersuchung dieser Anordnung 
macht die Betrachtung der orthogonalen Trajectorien der Schar noth- 
wendig und damit die Einführung zusammengesetzter Di£Ferentiationen, 
die sich, wenn die Forderung der InvariabililÄt hinzukommt, zu Ope- 
rationen erweitem, welche AbMtungen na<^ Bogetüänyen genannt werden 
können. Der Aufstellung und Anwendung dieses Begriffs ist der erste 
Theil der folgenden Schrift gewidmet, der von den einfach unendlichen 
Curvenscharen handelt und zwar von den in einer Ebene gelegenen 
wie den eine gekrümmte Fläche bildenden. 

Eine doppelt unendliche Curvensehar kann sowohl durch endliche 
Gleichungen, wie durch Differentialgleichungen gegeben sein. Der erste 
dieser Falle wird im zweiten Theil der folgenden Schrift behandelt, 
wobei gleichzeitig die wichtigeren Fn^en über F^henscharen be- 
sprochen werden; dem zweiten Fall ist der dritte Theil der Schrift 
gewidmet. 

Das Ganze kann man sowohl als eine VeraUgemeinening der 
Krümm ungslehre der Flächen auffassen, wie als eine Theorie der 
allgemeinsten krummlinigen, aber rechtwinkligen Coordinaten. Der 
Cartesius'sche Coordinatenbegriff ist nämlich einer doppelten Verallge- 
meinerung fähig. Einmal kann man an Stelle der drei zu einander 
senkrechten Scharen paralleler Ebenen drei zu einander senkrechte 
Flächenscharen setzen und erhält so die Lame'sche Theorie, deren 
Methoden mit den in der Flächentheorie benutzten zusammenfallen. 
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Zweitens aber kann man an die Stelle der drei zu einander senk- 
rechten Scharen paralleler gerader Linien drei zu einander senkrechte 
Scharen gekrümmter Linien setzen, oder, was dasselbe ist, eine Curren- 
schar nebst zweien zu einander senkrechten Scharen ihrer orthogonalen 
Trajectorien. SoUen die beiden letzteren durch die erste allein be- 
stinunt sein, so bieten sich naturgemäse an Stelle derselben die beiden 
Scharen der KrOmninngslinieu erster Art der ersten Curyenschar dar. 

In Bezug auf die Darstellung war der Verfasser bemOht, durch 
Voraussetzung geringer Vorkenntnisse dem Leser mSglichst ent^gen- 
zukommen. 

Münster i.W., 8. Juli 1896. 

R. V. Lilienthal. 
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Erster Theil. 
EinflMh jinendliebe CoTTensehu. 

§ 1. gi^tiinmiir^ einer ebenen, einfiwh onendlioben OmrenMluT. 

Eine ebene, einfach unendliche Curvenschar lässt Bich auf zweierlei 
Art durch Gleichungen darstellen, einmal durch encUiche Gleichungen, 
indem die CartesiBchen Coordinaten x, y der Punkte der Curven als 
Functionen zweier Veränderlicher p und t gegeben werden, etwa in 
der Form: 

wo t längs jeder Einzelcurve der Schar fest bleibt und nur von Gurre 
zu Gurre seinen Werth, ändert, und dann durch eine Differential' 
gleickung erster Ordnung, etwa: 

dx:dy = (p^{x, y) : <p,(x, y). 

Mit der Gurrenschar aufs Engste verbunden ist die Schar ihrer 
orthogonalen Trajectorien. Beide Scharen bilden ein rechtwinkliges 
System krummliniger Goordiuatencurven. 

Die Tangenten der Curven t = Const. schliessen mit der X- bez. 
Y-kne Winkel ein, deren Cosinus x bez. X genannt seien. Ebenso 
sollen I bez. ^ die Gosinus der Winkel bezeichnen, welche die Tangenten 
der orthogonalen Trajectorien der Curven / = Gonst. mit der 2- bez. 
y-Axe einschliessen. Legen wir die erste Darstellungsart der Gurven- 
schar zu Gründe und setzen: 

».. = ©*+©'- 

so entsteht: 

Wir nehmen femer: 

I — i, ,-». 

I)ie Znwächse dx, dy der Gartesisclieii Coordinaten eines Punktes länge 



Dig.zedbyGoOgle 



2 Erster Theil. Ein&ch anendliche CarrenBchar. 

einer durch den Punkt gehenden Curve lassen sich in der Form dar- 
stellen : 

dx = xT, — IT^, dy = XT^ + kT„, 
wenn: 

£«Sy _ ^ 9« 

und: 

3a! dtc j^ 0y Sy 

"■* ~ ä^ FI "*■ ^ n ■ 

Man kann die linearen DifFerentialformen T, und T^ als Bogen- 
elemente der Coordinateniinien auffassen, da das Bogenelement einer 
beliebigen durch den Punkt {x, y) gehenden Curve den Ausdruck 
V^i* + Tq* erhält. Biese Auflassang ist als eine Erweiterung der ge- 
wöhnlichen anzusehen, nach welcher Tj bei T,, ^ das Bogenelejaent 
der Gurren der Schar, und T^ bei T*, = das Bogenelement ihrer 
orthogonalen Tmjectorien darstellt. 

Weil: _ 

so wird das Differential einer beliebigen Function % von p und t eine 
lineare Form von Tf, und J\. 

Wir setzen: * 

wo: 

Die Operationen ((ig)r, und (rf(lf)r, sollen AhUitangm von F nach dm 
Bogenlängen der Coordinaienlinien genannt werden. 

Man hat an Stelle der Bezeichnungsweise (d^)T„ {<i%)T, vielfach 
die Schreibweise -^, ^ angewandt, unter s bez. « die Bogenlängen 
der Gurren t ^ Const. bez. ihrer orthogonalen Trajectorien verstehend. 
Allein diese Schreibweise erweckt zu leicht die Vorstellung, als ob 
man s und n zu unabhängigen Veränderlichen nehmen könne. Letzteres 
ist aber nur der Fall, wenn T^ und T^ vollständige Differentiale sind, 
was, wie leicht zu sehen, auf die Gleichungen hinauskommt: 

8x 9^ _ gy 3^ _ 

dp dp* dp dp* ' 

dx g'y dy d*x j, 

dp dp8l dp Spät 
oder: . 81. 3« 

dp"^ dt ■ 
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§ 1. Erünmiinig einet ebenen, einfach unendlichen Cnrvenachaf. 3 

Das ErfQlltsein dieser Gleicbnugen drtlckt aus, dass die gegebene Gar- 
venschar aus einem System paralleler gerader Linien besteht, and nur 
in diesem Fall ist die fragUcbe Scbreibweise berechtigt;. 

Operationen, wie (d^)T„ (ßW)r„> ^^l^^he linear and homogen ans 
Difi'erentiationen zusammengesetzt sind, hat man neuerdings auch Di/fe- 
rentialparameter genannt. Ich werde jedoch diese Benennung aus- 
schlieaslich fttr das verwenden, was Lam^, der Urheber dieser nicht 
gerade glOcklichen Wortbildnng, darunter veratandeu hat. 

Für die wiederholte Anwendung der Operationen (d2f)r,, (ß^^T, 
benutzen wir die Bezeichnungsweise: 
d(dS)T,-{d^)T..T, + (d^),.T.T,, d(d^)T.-{dS),.r. T, + (d5)r..T.. 

Eine Hauptfrage bezieht sich nun auf den Einfluss der Yertauschung 
beider Operationen. Sie wird durch einen allgemeinen Satz beantwortet. 

Wir nehmen: 

V, und >'o sind integrirende Factoren, von denen v^ bekannt und gleich 
1— u ist, während Vj der Differentialgleichung genOgt: 



C<ilog«.k-i(j^^- 



Eine Function ^ von p und t ist auch eine solche von t und r. 
Für vr^ hat man aber die beiden Darstellungen: 

—; {(ddh.T.- (^S)n (d\ogv,)r!) 

und 

~ ((<«5k^,-('iS)r.(<i log .■.),), 
sodass der gesuchte Satz die Form erlangt: 

(.^%)t,t. - (<?g)r.r. = {d%)T, (d log v,)r, - (d%)r, (d log v^)t, ■ 
Für die Orössen (d log v,)r„ und {d log v^r, ergeben sich anscbaa- 
liehe Bedeutungen, wenn man in der vorstehenden Gleichung statt g 
der Reibe nach x und y setzt. 
Da: 

(dx)r, = X, Cdy)r. = i, (dx)r, = £, (dy)r. = v, 
80 wird: 

(dlog Vi)r. X (d£)r, — l (dri)r„ (d log v^)t, = ~ £ (dx)r, — v (<iA)r.. 

Nennen wir den Krümmungsradius der Curven i = Const. ^j, den 
ihrer orthogonalen Trajectorien q^, so ist: 

i - { (d»),. + , (,di\, i - X (,7{),. + i (d,,)r., 
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4 Erster Theil. Ein&ch onendliche CarreuHchar. 

folglich : 

(dlogvOr.^-, (fi log *(,)r, = - 

und: 

/J^^ f^cr-, ('*»)r. (-^5)1-. 
(ddUr. - (dgV.r, ^ ^■ 

Dieae Beziehung zeigt, dass die lineare DiSerentialform : 
eio TollstAndigea Differential ist, wenn: 

Eine Differentialgleicliiuig zwisdien p, und ^^ ergiebt sich, wenn 
man in der vorletzten Qleichnng ^ dureli x oder X eraetzt. 
Da; 

(<!')'. J,. (<"k- i, 

(d.),.- ^, (dJ>.--i, 
SO folgt: 

\ 9,'T, \ 9t/ T, . e," ' 9» 

An stelle der ersten Definitioiisart einer Gurvenschar benutzt man 
häufig die folgende: 

Man kann dieselbe als aus der allgemeineren: 

dadurch entstanden betrachten, dass/j ^p genommen und die Gleichung 

nach t aufgelöst isL Hier erl^t man: 

dl 3/ 

gy . _ ix 



ygä'.M- 



+ 






T = ^ 
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§ l. ErünunuDg einer ebenen, einfach unendlicten Currenschar. 






Bei der zweiten Definitionsart einer Curvenschar, die sich mit 
Hülfe einer Differentialgleichung ron der Form: 
dx-.dy^ Vi (x, y) : «p, («, y) 
vollzieht^ erhalten wir: 

VVx*+ Vi'' V9'i'+ 9.'' 

r, =. xda: + Ady, T^ = — Ada: + xdy, 

e, °™ 0a; 3y' ?i "" ^ "•" Sa: 

Die eingeführten Ableitungen nach Bogenlängen sind invaricHAe 
Operationen. Der Sinn dieser Benennung erhellt ans folgender TJeber- 
legung. 

Betrachten wir eine Currenschar als g^eben durch die dleichungen: 

so bleibt sie ungeändert, wenn man an Stelle tou p eine Function von 
q und t, an Stelle von t eine Function von t allein einführt und z 
längs jeder Einzelcurre der Schar als unveränderlich betrachtet. 
Ist nun: 

„;,_(»£)■+ (|i)', »;.-|^ 1^ + 1^1*, ^'-l^l^-l^l^, 

" \dq/ ' Wi/ ' " dqdt ' cqct' dqct dqdt' 

so wird: 

Bei der zweiten Definitionsart bleibt die Gurvenschar nngrändert, 
wenn man an Stelle des Coordinatensjstems der x, y ein anderes, recht- 
winkliges Coordinatensystem, das der u, v einfßhrt. Nennt man hier 
«', A' die Cosinus der Winkel, welche die Tangenten der Curven der 
Schar mit den Azen der u, v bilden, so hat man: 
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6 Sreter Theil. Einfach unendliche CmrenBchar. 

T, = x'du + i.'dv, Ia= — f.'du + x'dv. 

In beiden E^en ergiebt ^so dieselbe Bildungsweise dasselbe Er- 
gebnisa; im ersten Fall ist die Walil der unabhäDgigen Veränderlichen, 
im zweiten die des Goordinatensyatems oline Einfluss. 

Mit einer Function g von x und y hängen zwei ans Ableitungen 
von ilr gebildete Functionen eng zusammen, die von Terschiedenen Ge- 
sichtspunkten aus als wichtig erscheinen. 

Wir setzen mit Lama (Lefons sur les coordonn^es currilignee S. 6) 



(^.g)'=sir+(ff)'' 



und nennen ^f^ den ersten, ^^/^g den zweiten BiffermHaiparameter 
von |]f. Dabei ist das Vorzeichen von Jl^'^ ohne EinÖuss und kann 
ein fQr allemal gleich -^ genommen werden. 

Welche Gestalt erhalten die Differentialparameter unter Zugrunde- 
legung krummliniger Coordinaten? 

Man hat: 

||-«(<i5V,-i(<iS>., 

g _ .> (d%)r,. - ,» { (ig),, ,. + (d%)r. ,, I + J' (i%)„ 

P - *■ (dS>.. + X j ( (dS),. ,. + (iS),.,, I + «■ (dg),.. 



+ («(iig),.-i(.«5),.)(i- 



folglich erhält man als DefinitioD der Differ^ntialparameter einer Func- 
tion % ffir krununlinige Gooi^naten; 

Die Differentialparameter einer Function sind sogenannte invariatie 
Functionen, d. b. sie besitzen an derselben Stelle (x, y) stets denselben 
Werth, was für ein System von Goordinatenlinien man auch zur Be- 
stimmung von 7,, T^ benutzt haben möge. Man überzeugt sich hiervon 
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% 1. Krflmmong einer ebenen, einfacli unendlichen Carrenscbar. 7 

leicht duTcIi folgende Überlegung. Wir nehmen aoseer der vorhin 
betrachteten Gurrenschar eine zweite und bezöichnen die ftlr dieselbe 
gebildeten AosdrOcke x, X, q,, <>g, T^, T^ der Reihe noch mit x\ X', 
r,, r^j Si, S^. Wir setzen ausserdem: 

xx'+ AA'=-= C0B9>, 

«A' — Ax'™ sin y. 

Da: Si = x'dx + A'rfy, S« = — A'da; + x'dy, 
80 wird: 

7", *= — ein 9> jSo + coB ^D Sj , 
To = ein 91 Sj + cos 9» S^, 
(d|!f)s, = cos <p (d%)r. + sin 9 (d5)r., 

(dgf)^. sin 9 (dgf)r, + cos 9 (d5)r.. 

Dies zeigt, dass der erste Differentialparameter eine invariable Function 
ist, da: 

TOä. + WÄ.-WÄ. + W)!.- 

Hau hat femer: 

(<ig)4,+ TOK— (<(S),..+ (dg)r..+ (<ig>.((Jv)r.- (dg)r,(iiv)r.. 
Um die Grössen r^ und r, zn berechnen, kann man etwa die Gleichungen: 

benutzen. Hier wird: 

(<iJ>, - X- { CO. V (i + (Äy),,) - »n 9 (i - (J«>)r.) ) . 

(«MO«. — x' { — sin ? (i + (i'vV,) — «o» V (^ — («'«'>.) ) 
and damit: 

—r^ + -7-= -^ + -T^ — (ßW)', i^vh. + (ßWr.iß'Ph. ■ 

't '1 Pfl Pl 

Jetzt folgt: 

somit ist auch der zweite Differentialparameter eine invariable Function. 
Als hervorstecliende Arten von Curvenacharen führen wir solche 
peo'allder und isoth^mer Curven an. Die ersteren besitzen die Eigen- 
schaft, dass ihre orthogonalen Trajectorien gerade Linien sind, sodass 
— ^ 0. Bei der Darstellungsart: 

'-Mp,t), y-f,(j>,e) 
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g Erster Theil. Einfach imendliche Cnrreiuchftr. 

liat man es daher mit parallelen Cnrven zu thoa, wenn: 

bei der DarstelluDgsart : 

/■(«,»)-* 

wenn: 

und bei der DarstellungBart: 

äx:dy = ip^{x,y):tf,^{x,y), 
wenn Xdx — xdy ein vollständiges Differential ist. 

Der Name Par(d^(eliC\irven wird durch zwei Eigenschaften dieser 
Linien gerechtfertigt, die sich folgendermaflsen begründen lassen. 

Es sei: f{x, y) ^ t die Qleichung einer Gurvenschar. Wir fassen 
eine Einzelcurve der Schar in's Auge, indem wir t einen besonderen 
Wertb tg beilegen und x, y als die Coordinaten eines Punktes P be- 
trachten, der diese Einzelcurve (^) durchläuft. 

Man nehme nun: 

u^ X -\-hi = X — kh, f^y + Äi)^y + "A. 

Dann sind u, ti die Coordinaten eines Punktes Q auf der zu P ge- 
hörenden Normale der Curve (^). Wann wird Q eine zweite Curve 
der Schar durchlaufen? Hierzu ist erforderlich, dass A aus der Gleichung: 

f{x -Xh,y + xh) = t^ + Jta 
bestimmt werde, wo ^t^ eine beliebige ZahlengrÖsse ist. Entwickelt 
man die linke Seite dieser Gleichung nach Potenzen von h, so er- 
giebt sich: 

^t,-'h.^J+'^,(_dJ,f)r.+ i',(dJJ)r.. + --. 

Wenn (d^,/^r, = 0, hängt ^if nicht mehr von t ab und ist längs 
der Curve (^) constant. Damit ist aber h nach Wahl von Jt,, con- 
stant, also auch (dh)r,= ^- 

Betrachten wir femer den Quotienten ^ längs der Curve ((„ + -^to)- 
Man erhält ihn, wenn er durch dx und dy ausgedrückt und dxidy 
gleich %:K genommen wird. Dadurch entsteht: 

.. .(i-A)-.m,, 

und bei: (dh)r, — 0: p — ^- 
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§ 1. Etfimmung einer ebenen, einfach unendlichen CnrvenBchar. 9 

Nennt man Punkte wie P und Q ent^ediende Punkte, so zeigt 
das Vorige, daes parallele Curren in entspreclienden Punkten parallele 
Tangenten besitzen, und daas der Abstand entsprechender Punkte längs 
zweier paralleler Gurven sich nicht ändert. 

Isotherme Curvenscliareii definirt man nach dem Vorgänge Lam^'a 
(le^ons S. 31) folgendermaasen. Es sei f{x, y) = f die Qleichung einer 
Gurrenschar, tp (x, y)'=t die Gleichung ihrer orthogonalen Trajectorien. 
Die Currenschar ist tsoßierm, wenn das Verhältniss: 

{^, ()' 
nur von t, nicht von t abhängt. Obgleich dieses Verhältniss in dem 
Fall, daes die Currenschar durch eine Differentialgleichung g^eben 
ist, im Allgemeinen nicht berechnet werden kann, da ja der Parameter 
t nur durch Int^ration zu ermitteln ist, Usst sich doch die Forderung, 
dass jenes Verhältniss von t unabhängig sein soll, in eine stets be- 
rechenbare Form bringen. 

Bleiben wir bei der frOher angewandten Bezeichnung: 

so wird: 





-V,{(.dlogv,)r.-}-)- 


Die Bedingung: 


(^^.),= « 


nimmt zunächst die Fori 


Q an: 


-^(*i"g-.V. 


-i) + (ilogv^„.-{di)^. 


Aber: 




(<»og-.>. 




somit lautet das gesuchte Ergebniss: 




HXM'iX: 



Man erhält dieselbe Gleichung als Bedingung dafDr, dass die orthogo- 
nalen Trajectorien einer gegebenen Currenschar ein isothermes System 
bilden. Die Eigenschaft, isotherm zu sein, kommt also immer gleich- 
zeitig zwei zu einander senkrechten Gurvenscbaren zu oder nicht. 

Schreiben wir die Bedingung isothermer Curvenscharen in der 
Form: 

(d log*',)i-.r, = {d log Vo)r,r, 
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10 Erster Theil. Ein&tch naendliche Cnrrenschar. 

und ersetzen den Ausdruck rechts durch: 

(iilogVo)r.,.+ (iJlogr,),, ((ilog»,),. - (ä log »„),.) , 
SO folgt: 

(<ilog^),_,-C'»og''.>,('*log^),-0. 

Die linke Seite dieser Gleichung besitzt aber den Wertb: 

"'"•-äTs-r- 

Der Quotient -^ ist somit gleich einer Function von t mnltiplicirt mit 
einer solchen von t, oder, was dasselbe ist, es existiren zwei Functionen 
g{t) und 5o(t) derart, dass: 

Die Differentialformen T^ und Tg besilxen demnach einen gemeinsamen 
integrirenden Factor. Kennen wir ihn — und nehmen: 

i T, = du, - T. -= dv, 
so wird das Quadrat des Linienelements der Ebene zu 
(i\du' + dv^. 

§ 2. Einfach onendliohe OurreoMhar Im Baume. 

Eine einfach unendliche Gurvenschar im Räume wird festgelegt 
durch Angabe der durch sie gebildeten Fläche d. h. durch Qleichungen 
von der Form: 

bei Zuhilfenahme einer Differentialgleichung von der Form: 

(1) ''ii^P + ^it^9 = 0, 

in der ai, und a,, Functionen von p und q bedeuten. Der Fall, dass 

(1) als integrirt vorau^eeetzt wird, soll nicht besonders behandelt werden. 

Zunächst ist die hier geltende Berechnungsart der Ableitung einer 
Function nach der Bogenlänge der Curven der Schar und der ihrer 
orthogonalen Trajectorien darzuthun. 

Man setze wie üblich: 

2(^)'=^. 2m=^' -S(if)'-ö 

und ausserdem: 
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§ 2. Einfach tmendlichfl Curvenscbar im Räume. 11 

°" Vit ' "" VS ' 

a,,V£ö-F' «,,VEß— F» 

r, — Oudii + a„di, 

Die DifferentialgleichuDg T^ = defioirt ebenfalls unsere Curvenscbar, 
da sieb Tg nur durcb einen Factor von der linken Seite in (1) untei^ 
sebeidet. Das Differential einer Function 3 von p und q erbält die 
Gestalt: 

„,«»_. »8 -. *-?J 



. ä-. + - 



und für die frsglicben Ableitungen nacb Bogenlängen ergeben sich die 
Oleicbnngeu: 

88 «8 «8 «8 



28 



K.a-"„»1 !?+<.,.£-.,. fiS 



Daraus folgt; 

Dies zeigt, dass {dx)r^, (dy)r,, (d«)r, die RichtnngscoBinua der Tangenten 
der Curven der Schar sind; ferner, daas T^ ^ die Differentialglei- 
cliung der Orthogonabchar iat, und dass die HichtungscosinuB der Tan- 
genten der Curven dieser Schar durch {dx)r,j {äyjr,, ("i^)re dargestellt 
werden. 

Bezeichnet w, einen iat^pirenden Factor von T,, v^ .einen solchen 
von Tg und setzt mau: 

so ergiebt sich wie im vorigen Par^raphen: 

(dWr.-'-.ll (<iS>.-v.|f, 
(2) (■iS)r.r.- (Jg)r.r, - (d^)r,(diogv,)r.- (<iS)r.(rflog«.)r,. 
Um die geometrische Bedeutung der hier auftretenden Grössen (d log »Jr, 
und (d log v^)ti zu erkennen, berücksichtige man, dass die Kriltnmungs- 
axe einer auf einer Fläche gezogenen Gurve die Flächennormale in 
einem Punkte (Ä) trifft, welcher mit dem Krümmungsmittelpunkt des 
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12 Erster Theil. Einfach unendliche Curvenechax. 

durch die Tangeote der Gurve gelegten N^ormslselmitts zusammenfällt, 
und dass sie die Tangentialebene der Fläclie in einem Punkte (B) 
schneidet, den man den Mittelpunkt der geodätischen Krümmung der 
Curve nennt. Fassen wir eine Curve T^'=0 in's Auge und nennen 
Ar, die Abscisae des entsprechenden Punktes (Ä) in Bezug auf den 
FUchenpunkt (x, y, e), sowie r den Halbmesser der ersten Krümmung 
der Curve, so wird: 

r- = X cos o + Ycosb -{- Zcoac, 

falls X, Y, Z die Richtungscosinus der Flächennormalen, cosa, cos&, 
cosc die der Hauptnormalen der Gurre sind. Nun hat man aber nach 
der ersten Frenet'schen Formel: 

C080 ^ r(dx)T,', cos6 = f{dy)r,», cosc =■ r(rf^)r,i, 
folglich besteht für die Normalkrümmnng r— die Gleichung: 

Nennen wir Bt, die Abscisse des Punktes (B) in Bezug auf den 
Flächenpunkt (x, y, e), so wird: 

jj- = {dx)T, cosa + {dy)r„ cosÄ + {dg)T, cosc. 

Folglich besteht für die geodätische Krttnunung -=— die Gleichung: 

^_ -_2'(i«)r. W., 2('l':)rXd')..T. ■ 

Ebenso erhält man för die Normal- und geodätische Krümmung der 
Curven 2',=' die Ausdrücke: 

4 =2i'^(''»)'.- --2 (■''^'■■(•i^')'- 

Aus (2) folgt aber, wenn % der Reihe nach durch x, y, z ersetzt wird: 
^(d3;)r.(da:)r.r, = -C'ilogVo)r,, ^(dfl:)r,(da:)r.7, = — (dlogi-Or.. 
Man hat daher: 

(3) i_(<»ogn),., i_(diogn>.. 

Um die zwischen den Grossen „- und „- bestehende Differential- 
gleichung zu iinden, nehme man in (2) die Function % der Reihe nach 
gleich {dxJT,, (dy)r,, (d's)?,. Dann folgt: 
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g 2. Einfach unendliche CurveiiBchar im Räume. 13 

Aber: 

^(.d^)rXdx)r,r. - - ^ (d^Mdz),, + (d ^-^^, 

2 (dx),. (dl),, ,. ,, — — 2" (''«)>■, r. (dx),, r, — (d^\. 
Es erflbrigt also noch die Bedeutang des Ausdrucks: 

^(dx)„(,dx)v -'^(,dx\r.(,i')T.T. 
zu ermitteln. Man netime abkürzesd: 

Du nacli (2): 

^X(dx)r,r. -^X(dx),.,„ 
eo ergiebt sich folgendes Oleichungasystem: 

(,dx)r.. _ <^ + 8Z, (dx)r. ,. ^^ + «'Z, 

Cdl)„ - ^ + e"I, (ia^V.A - - '^l''- + S'X. 
Dies zeigt zunächst, dass: 

Für den Krümmungsradius (t eines Normalscbnitts hat man bekannt- 
lich die Gleichung: 

1 ^ Xd'x + yd'y + Zd'e 

f dx* -f- dtf* -j- dl* 

Sie wandelt sich bei Anwendung des vorigen Systems um in: 

folglich besteht fQr das Osuss'sche Erümmungsmass der Fläche die 
Oleichung: 

-L. =, 0e:'— s'». 

Wir erhalten daher die gesuchte Differentialgleichung in der Qestalt; 

Man kann die betrachtete Correnschar auiTassen als das mittels 
der Punktzuordnung: 

^='f(^,Q), y^f(p,q), B='f(v,Q) 
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14 Erster Theil. Einfach unendliche CurrenBchar. 

aaf die Fläche (x, y, z) geworfene Bild der durcli die DifTerential- 
gleichung (1) in der p, <;f- Ebene festgelegten Gurrenschar. 

Nimmt man eine zweite Fläche (j^t,yi,«i) vuid betrachtet das 
mittels der Punktzuordnnng: 

auf diese Fläche geworfene Bild derselben ebenen Curvenschar, so 
eriiält man an Stelle von T, und Tg zwei neue Differentialformen 7\' 
und Tf,', welche aus den alten dadurch hervorgehen, dass E, F, G der 
Beihe nach ersetzt werden durch: 

Für den Punkt der Fläche (a^i, yi, 2,), welcher dem Punkte (p, §) der 
p, 9-Ebene entspricht, werde die geodätische Krümmung der Curve 
Tä= oder 7,'= mit -ö— oder -ü— , das Krümmunirsmass mit 

bezeichnet. Nimmt man nun das Bestehen der Qleichungen an: 

E = E^, F=F„ G = a^, 
60 wird: 

T^=T„ T,'=T^, (d5)r,'=(dg)7-„ (d5)r.'=(dg)n. 
Damit folgt aber aus (3): 



und nach (4) entsteht: 

Hierin spricht sich die bekannte Thatsache aus, dass die geodätische 
Krümmung und das Erümmungsmass Biegungsinvarianten sind. 

Es sollen jetzt die Lam^'schen DifTerentialparameter für eine 
Fläfihe definirt werden, üoter Beibehaltung der bisherigen Bedeutung 
von X, y, e ais der Coordinaten der Punkte der betrachteten Fläche 
und von X, Y, Z als der Richtungacosinus ihrer Normalen nehme 
man, mit r eine neue Veränderliche bezeichnend: 

u = X + rX, V ^y -\- rY, w == e -{- rZ. 
Hierdurch werden umgekehrt die unabhängigen Veränderlichen p, 9, r 
als Functionen der rechtwinkligen Coordinaten u, v, w definirt. 



Ist: 



9w dM -^ 
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§ S.^Einhcb unendliche CuirenBchar im Baume. 15 

SO bat man bekanntlich: 

/|£_|i2_|!fr, j|i_|sr-|i2. 

9» dq cq ' dv dp öp 

Eine Function 5 von p und q wird jetzt auch eine solche von u, v,v>. 
Wir bezeichnen die unter der Voraussetzung r ^ gebildeten Ab- 
leitungen 1^, |5, pj u. s. f. mit P, P- ^'-®i u. 8. f. Für r = 
erlÄlt J den Werth yEG — F*, und weiter folgt: 

dp d p §9^ dq^ d q dp _ 



cp YN ' 

80 ist: 

Sx Yn ^ ' '^ YNYEG—r*^ ''' 
dx Yn ^ ^'^Y^y^o-i 

oder: 

fl = (dj))r,(<i:c)^.+(di))r.(d:c)r., Il = idq)rXdx)T, + {dq)rXdx)T., 
somit: 

II _ (<ig),,(rfl)r. + (■lg)r.(rf;t)r.. 
FUr den Lam^'schen ersten DifiFerentialparameter 

vmvw+m 

besteht folgUch, wenn r ^^ 0, d. h. Ungs der Flache {x, y, z) die 
Gleichung: 

WS)' - (^g)',, + (rfg». - ".' (f *)"+ V (II)' 



Nelunen wir hier 
anderereeits, da: 
entsteht: 




80 wird einerseits: 
4' — "0, 

dt it 


^)" 
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16 Enter Theil. Einfach nnendliche Cmreiuchar. 

Dies ist die bekannte Gleichung fQr den Beltrami 'sehen ersten Diffe- 
rentialp&rameter. Aus dem Umstand, dass er gleich v^ ist, erkennt 
man die orthi^onalen Trajectorien der Curvenschar Tg ^ als geo- 
i^tische Linien der F^he (x, y, e), falls J^t nur toq t abhängt, weil 
dann -5- verschwindet. 

Um den zweiten Lam^'schen Differentialparameter einer Function 
+ + IJ. fiir r = 2u bilden, berücksichtige man, dass: 

g=(dx)r.{(d5)r.<^)r,+(d3)r.r,(d:c)r.+ (dS)r.(rf^)v+(dgMd^kr.} 

Daraus folgt für den zweiten Lam'ä'scben Differentialparameter längs 
der Fläche (x, y, e) die Gleichung: 

Für )$ = ' besteht, da (dt)r„ = v^, die Beziehung: 
Ji t ™ v^{d log Vo)r„ — ^ ■ 







o„ 


_ dq 
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Hier 


werde 
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Abkürzung 


»11 "0 
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a„v 





ß 


gesetzt. 


Dann 


hat man allgeme 


n: 
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Da femer: 
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E^- 
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Ye'g 


— F* 


•.ysTf 


-F- 





so folgt: 



yEG — F' 



Dies ist die bekannte Gleichung für den zweiten Beltrami'schen Dif- 
f erentialparam eter . 
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S S. Orthogonale Tn^ectorien. Kormalschar. Besondere Schar. 17 

Mao zeigt wie im § 1 bei ebener Curvenscbar, dasa, wenn der 
Quotient T^^irt nur von t abhängt, die betrachtet« Scbar also isotherm 
ist, die Beziehung besteht: 

HXrHX: 

wodurch sich auch die Orthi^onalschar als isotherm heransatellt; dass 
femer Tj und T^ jetzt einen gemeinsamen int^rirenden Factor — be- 
sitzen, mit Hülfe dessen dem Quadrat des Linieaelements der Fläche 
die Gestalt: 

(fs* = ii\dfi + dt*) 
gegeben werden kann. 



Zweiter Theil. 



Dfppelt uendliche CarrenBehar, festgele^ direh endliehe 
Olelchnngen, 

§ 3. Orthogonale Tn^jectorieii. Nonnalsahar, Besondere Bohar. 
Wir betrachten eine doppelt unendliche Gurrenschar im Räume 
und nehmen sie als g^ben an durch endliche Gleichungen von der 
Fonn: 

(1) X = f{p,q,r), y — fi(^,q,r), e = ft(p,q,r). 

Hier sollen p und q die Bedeutung von Parametern besitzen, sodass 
Ungs jeder Einzelcurve der Scbar nur r sich ändert, während p und q 
ihre Werthe beibehalten. In Betreff der Functionen f, fi, f^ ist vor> 
auszusetzen, dass die Determinante: 

dp 



li 




et 




8. 
8« 


a. 
57 



im Allgemeinen von Null verechieden ist, da man es sonst mit einer 
einlach unendlichen Curvenschar zu thun hat. 

Bei dieser Annahme bestimmt die Gleichung J^^O unter Hinzn- 
nahme von (1) eine Fläche, welche als der Ort der Punkte zu be- 
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18 Zweiter Theil. Doppelt unendl. CurreuBchar, festliegt durch endl. OleichuDgen , 

trachten ist, in denen eine Cnrre der Schar von einer unendlich be- 
nachbarten geschnitten wird. Man hat diese F^he die Brennfläche 
der Currenschar genannt. (Darboux, Le^ons Bd. II. S. 5.) 

Wir erforschen die KrümmungsTerhältnisse der Schar mit Hülfe 
ihrer orthogonalen Trajectorien. 

Es sei eine zweite doppelt nnendliche Gurrenschar festgelegt durch 
ÖleichuQgen von der Form: 

^ ■= ? (p', 9', t), y = ffi (p', 3', 0. ^ = ft 0'> 9', t), 

in denen p', q' Parameter bedeuten sollen. 

Wann ist diese Gurrenschar aus lauter orthogonalen Trajectorien 
der ersten Schar gebildet? Man bezeichne mit |, tj, g die Richtungs- 
cosinus der Tangenten der Curven p = Gonst., g = Gonst. Dann 
hat man: 

»^ ay Ör 

,„. (. dr dr . dr 

wo: 

Die Curven der zweiten Schar sind orthogonale Trajectorien der 
ersten Schar, faUs stets: 

^Si + IW + ^li-"' 
oder, b« Anwendung der B^eichnung: 

_ ^dxdx _ -^Sxdx 

falls: 

dp , dg , br ri 

«18 37 + «M gf + «M g-( •= 0. 

Wir haben daher die Beziehung: 
(3) Ois dp + (% dj + Ojj df = 

als DiSerentialgleichung der orthogonalen Trajectorien der gegebenen 
Gurrenschar zu betrachten. 

Die linke Seite von (3) kann die Eigenschaft haben, durch Multi- 
pUcation mit einem geeigneten Factor ft in das DifiFerential einer Func- 
tion Yon p, 3, f überzugehen. Die Bedii^ng hierfflr ist: 

W ».. {'If - '^) + ^. fff - ''-'") + "» (^? - '>) = 0- 

Besteht diese Bedingung, so hat man: 

C (%> 'Ip + Oj! iis + «ji !''■) — <*» 
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§ 8. Orthogonale Tngectorien. Normalachu. Besondere Schar. 19 

oder: , 

^<h% <ht (Hl * 

Wir &8seii hier r als FunctioD von x, p nnd q auf imd denken 
uns dies© Function in (1) für r gesetzt. Die Gleichungen (1) können 
dann als äleichnngen einer FlÄclienacIiar betrachtet werden, deren Para- 
meter r ist. Da jetzt: 

^=— ^ ^=— ^ 
9p «..'S« o,,' 

so eriwlt man für die Tollständigen partiellen Ableitangen von x nach 
p und q die AusdrQcke: 

VSy/ dp a„9r' Wg/ iiq o,, Fr 
Dies zeigt aber, dass: 

d. h. die Cuiren der Schar sind die orthogonalen Trajectorien einer 
Flächeoschar. Wir nennen, falls die Gleichung (4) besteht, die Curveu- 
Bchar eine Normdlsi^ar. 

Für die Differentiation längs einer orthogonalen Trajectorie der 
Gurrenschar ist eine gesonderte Bezeichnung einzuführen. £a sei ^ 
eine Function von p^ q, r, sodass: 

Wird hier das Bestehen von (3) vorausgesetzt, so soll statt d% ge- 
schrieben werden 6^. Da in (3) dos Differential dr mit einem im 
Allgemeinen Ton Null verschiedenen Coefficienten multiplicirt ist, 
hat man: 

Die hier auftretenden Factoren von dp und dq bezeichnen wir zur 
Abkürzung mit ^^ und ^f. Die Zuwächse der Coordinaten Ungs 
einer orthogonalen Trajectorie der Schar sind demnach: 
Sx = Zpdp-\- Xj dq, dy = ypdp -\- y, dq, Sa = efdp-\- j», dq, 

wo der Quotient -.- als eine Function von p, q, r anzusehen ist 
Da: 

^£^,= 0, ^^x, = 0, 
80 erlült man fUr die Richtnngecosinus |, i}, g, wenn: 

2'1-E, ^«-»=.--f. 2'"^-'^ 
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Zweiter Theil. Doppelt anendl. ClUTeiischar, feetgele^ durch endl. Oleichnngen, 



gesetzt wird, die Ausdrücke: 








Die oben betrachtete Determinante J läSBt sich ao schreiben: 




Xp a;, t 




1^ 


y, y, 11 


, 


sodass: 


', ', i 






fs,x, — x,z„ :iL = x,y, — y,a 



Ist also J von Null verschieden, so auch EG — F*. 

Unter einem regulären Punkt der Currenschar wollen wir zunächst 
einen solchen Punkt (a:, y, z) verstehen, fär den weder a^ noch EG — F^ 
verschwindet. Er ist also ein regulärer Punkt der Einzelcurveu, der 
er angehört, und er li^ nicht auf der Brennfläche der Curvenschar. 
Beim Fortschreiten auf einer orthogonalen Trajectotie trifft man 
auf eine der Tangente (|, ij, g) benachbarte Tangente (i-\-S^,i]-\-Sri, 
e + *Ö, wo: 

di = %,dp + Ijdg-, *ij = i}pdp + jjgdg, St = tpdp + g((i«, 

t ^ _^ /_£!^ _ ^ ^\ l_ (l3t _ ^ L""\ 

' y^,\dpdr 0,, ^rV 2 a,, Wp a^^ or )' 

' V^ \S45'- «,. S»-'/ 20,, ^ ^3 a„ 3r ^ 

Hier ist der Fall hervorzuheben, in dem sich unter den fraglichen 
Fortacbreitungsrichtungen stets eine befindet, für welche die Tangente 
(i, T}, S) sich parallel bleibt, sodass S%, Sri, ^t verschwinden. Setzen vrir: 

2%-". ^'«'«•-*' 2';-"' 

80 ist im betrachteten Fall die Differenz HW — (P* fSr jedes Werth- 
sjstem pj g, r gleich Null. Eine Curvenschar mit dieser Eigenschaft 
soll eine besondere genannt werden, während bei einer aUgemeinen Cur- 
venschar jene Differenz als im Allgemeinen von Null verschieden vor- 
ausgesetzt wird. 

Die Erzeugnis besonderer Curvenseharen erhellt aus folgender 
Ueberleguug. Eine doppelt unendliche Schar von Curven Usst sich 
auf mannig&che Weise in eine stetige Eeihe einfach unendlicher Cur- 
venseharen zerlegen, z. B. durch die Annahme q ^ Consi, In einer 
besonderen doppelt unendlichen Curvenschar mnsa nun eine solche Zer- 
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§ 3. Orthogonale Tr^jectorien. NormalBchar. Beaondere Schar. 21 

legung möglich sein, dasa in jeder Einzelschar der Reihe jede Kormal- 
ebene einer Cnrve zugleich Normalebene jeder anderen Cnrve derselben 
Einzelscbar iat. Curven ftn Baume mit gemeingamen Normalebenen 
sollen paraUde Gnrven genannt werden. Wir beatinunen zumichst die 
Goordinaten einer zu einer g^;6benen Carre parallelen Cnrve. Die 
Coordinaten x^, y^, «o ^^' gegebenen Cnrve seien Functionen von r, 
femer bezeichne — oder -r die erste oder zweite Krümmung der Curve, 
cos «, cos ß, cos y; cos a, cos 6, cos e; coa i., cos y,, cos v seien die 
Bichtnngscosinns der Tangente, Haupt- und Biuormale. Wählt man 
die positiven Theile dieser Geraden so, dass: 
cos a = cos ß cos v — cos y cos fi, coa h = cos y cos X — cos a coa v, 

cos c ^ cos a cos (i — cos ß cos A 
und setzt: 



'-vrm'. 



30 nehmen die Frenet'schen Formeln (J. Knoblauch, Einleitung in 
die allgemeine Theorie der krummen Flachen S. 241) die Gestalt an: 



. + -). 



är f) ' dr 9' ■**■ 

Die ZU dem Punkte P (x^, y^, e„) gehörende Normalebene der ersten 
Curve schneide die zweite im Punkte Q (x, y, e). Man hat dann: 
X = Xf^-\- m (cos y cos ö + sin 9> cos A), 
y = y^-\- m (coa <fi cos 6 + sin (p cos (»), 
« = «(, -f- m (cos <p cos c -f* Bin 9) cos v). 

Hier bedeutet m die Entfernung der Punkte P, Q, und tp ist der Winkel, 
den diese Entfernung mit der Hauptnormalen der Curve {x^, y^, e^ 



einechliesst 




Da: 




-(1-^ 


^),^,+t-^^+--i-^^)^.+i^^ 


80 sind die 


fraglichen Curven parallel, wenn: 


und: 




d. h. wenn: 


"t^-O und '^-i. 



« cos m\ 
9 ' 
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Zweiter Theit. Doppelt nnendl, Cnrvensch&r, festgelegt durch endt. Gletchniigeii. 
Bezeichnet rj, einen festen Werth von r, so wird demnach 



f-fUr + p: 



Man betrachte nun p als verÄnderlich und m als Function Ton ji. 
Dann stellen x, y, e die Coordinaten einer Fläche dar. Die Curven 
p ^ Gonst., r ^ Const. sind die Erfimmungelinien der Fläche, ausser- 
dem sind die Gurren r ■= Const. ebene geodätische Linien derselben. 

Die Gurren p = Gonst. bilden eine Einzelschar in einer besonderen 
Curvenscharj wenn man fflr »q, y^, 2^ Functionen von r und dem Parsr- 
meter q nimmt, f^ m eine Function von p und q, und fttr <p das 

Integral / ' dr vermehrt um eine Function von p und q. Jetzt sind 

X, y, g die Goordinaten einer doppelt unendlicben Gurvenschar, bei der 

die OrÖaeen: 

I = cos a, •>} ^ cos ß, f ^ cos y 

nur von q und r abhängen. Da aber: 

/, mc08a>\ ^T römcoaa) , Smemip ,\ ^ 

o,, - (1 ^) . _2 ™» « (~g~ «o» « + — 8 -j— ">• ') - ». 

80 verschwinden |j„ tj^, tp und damit HW — **. 

Die Normalebenen der Gurven einer besonderen Schar bilden eine 
doppelt unendliche Mannigfaltigkeit und umhüllen eine Fläche. 



§ 4. NormaltrfiiMmnng orthogonaLor Trajeetorien. Isotrope Carven- 
Bobar. ErÜmmungsUnien «roter ond zweiter Axt. 

Wir fassen wie stets im Folgenden einen regulären Punkt 
P (x, y, e) der Curvenschar ins Auge. Eine durch ihn hindurchgehende 
orthogonale Trajectorie der Schar besitzt eine zu P gehörende Krüm- 
mungsaxe, die den Mittelpunkt Q ihrer ersten Krümmung trifft und 
parallel ist der Binormalen der Trajectorie, Sie schneide die Tangente 
(£i "^t E) i™ Punkte ü. Ist ^ wieder der Halbmesser der ersten Krüm- 
mung der Trajectorie, (>, die Abscisse von R in -Bezug auf Q, k die 
Absciase von B in Bezug auf P, so hat man bei Anwendung derselben 
Bezeichnungen, wie im vorigen Par^rapbeu: 

Ä|^pcoso + (>iCo8il, Äi)^pcos6 + pjCoa(*, A£= p cos c -|- pj cos w, 
d. h. 
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§ i. NonualkTÜmmung orth. Traj. Isotr. CiUTenBchar. ErOmmnngBl. 1. u. 8. Art. 23 
Die erate Freaet'scte Formel ergiebt aber: 
OQg g Acos a 
falls: 

Da ferner: 

^ I dcosa ^ — ^ cos a Äß, 
so entsteht: 

Die Grösse -f- wollen wir die Normalkrümmung der betraclitetieii 
Trajectorie nennen. Man kann dieselbe auch definiren als den Erüm- 
mungsradins einer ebenen, orthogonalen Trajectorie im Punkt F, deren 
Ebene sowohl die Tangente (^, t;, g), wie die Tangente (cos k, cos ß, 
cos y) entMlt. 

Bei Einführung der Bezeichnungen: 

'S^''" f-2^'" f~2^''' s-^i,', 

ergiebt sich: 

.„, 1 _ _ 'Ap^J/J- 0Ip3 + S^ 

*• -' h Edp* + iFdpdg+Gdq* ' 

Wir weisen zunächst Beziehungen zwischen den hier auftretenden 
Coefficienten nach. Da: 



so folgt: 






"^rgp ^r dr o„ gr» 



i dg, «^ 3*a! 



Setzt man nun allgemein fOr eine beliebige Function 9: 



V^dr' 
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24 Zweiter Theil. Doppelt imendl. Carvenschar, festgelegt durch eudl. Gleichungen. 



CS) 



(fc - J. W + 6 V^ - 1 (log «»V ■ 



folglich: 

C4) «-T9.W, f+f-g.m, g-.g,(0). 

Man hat ferner: 

y^t 5g ^dpdqdr 2a,,\di a^,drj a,ASr 2 gp/j' 

Die Gleichung f=f hes^ also dasselbe, wie die Gleichung (4) 
des Torigen Paragraphen, dass nämlich die betrachtete Currenschar eine 
I^^ormalschar ist. 

Die Grösse -j- kann die Eigenschaft haben, sich fQr alle durch den 
Punkt P gehenden orthogonalen Trajectorien nicht zu ändern. Die 
hierzu nöthigen Bedingungen sind: 
(6) €:f-{-r:9 = E:2F:G. 

Sind diese Bedingungen beständig erfilUt, ao nennen wir die Cur- 
venscbar eine isotrope. Es bilden z. B. diejenigen Curren, deren Kor- 
malen mit deu'Oeraden eines linearen Complezes zusammenfallen, eine 
isotrope Schar. Nimmt man die Axe des Gomplexes zur z-Äse, so 
werden die beliehen Gurren, falls der Gomplez ein apecieller ist, 
lauter Kreise, deren Ebenen senkrecht zur «-Axe, deren Mittelpunkte 
in der e-kx6 liegen. Diese Kreise sind die orthogonalen Trajectorien 
des durch die 2-Aze gellten EbenenbU^chels. 

Ist aber der Complex kein specieller, so werden die fraglichen 
Gurren isogonale Trajectorien der Erzeugenden von Kreiscylindem, 
und man hat: 



= j) sin \- q cos - , y ^=^ — p cos — '• 
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§4. Nonnalkrümmuug orÜi. Tr^. leotr. CuireiiBchar. KrfimmmigsL 1. u. 2. Art. 25 

wo m eine beliebige Gonstante bedeutet. Hier zeigt eine einfache 
Bechnung, äaaa: 

e-f+r-g-O. 

Wir schlieBBen isotrope Gurvenscharen von der Betrachtimg aus 
und legen einem regulären Punkt einer nicht isotropen Curvenschar 
die weitere Bedingung auf, daaa für ihn die Gleichungen (5) nicht 
erfallt sind. Dann besitzt die Grösse -r- einen grSasten Werth ^ 
and einen kleinsten Werth -r- ; diese Werthe (HauptnomutÜcrümmwtgen) 
sind die Wnrzehi der Gleichung: 

(6) —^-^ + i('O-(f+nF + gl!) + eg-(f-^)'-0, 

und sie gehören zu orthogonalen Trajectorien, welche dorch die Glei- 
chung; 

(7) i(±f^E-eF)dp^-(eG-gE)dpdq + (gF~(±^G)dq*^0 

bestimmt sind. Wir erörtern nur den Fall, dass der GoefBcient von 
dq* in (7) nicht verschwindet, da der entg^enstehende Fall keine 
Schwierigkeit bietet. 

Man nehme ^ ==• t »iiid bezeichne die Wurzeln von (7) derart 
mit ^ and ^, dass: 

1 e + (f+ nt^ + fft,' 

h, E+ 2i\ + !?(,' 

Zwischen den Wurzeln t, und i^ bestehen folgende Beziehungen: 

(8) U + ^ft + W + Ä^-O, 

Mit Hälfe der letzteren findet man: 

(F-f G*t) (F-i- GQ = — {EG — F'). 

Diese Gleichung zeigt, dass ^, und 1^ stets reell sind, da die Grösse 
EG~F* stets positiv ist. 

Die ßichtungscosinus der Tangenten derjenigen orthogonalen Tra- 
jectorien, deren Normalkrümmung ^ oder -r- ist, sollen mit Xj, A,, ^ 
oder x^, X^, ft, bezeichnet werden. 

Setzt man: 

Fi»=£+2i^(,+ Gt*, V*^E + 2Ft,+ Gt^*, 
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H^. 


..=?'+/.\ 




'.+',>. 







26 Zweiter Theil. Doppelt tmcndl. Curvenschar, festgelegt durch endl. Gleichungen. 
so wird: 



(9) 



Die zweite Gleichung in (8) zeigt, dasa: 

Wir haben ao zwei doppelt unendliche Scharen orthogonaler Tra- 
jectorien der gegebenen Ourrenscbar gefanden, die auseerdem zu ein- 
ander senkrecht sind. Sie sollen Krümmungslmien erster Art der Cur- 
venscbar genannt werden. 

Diese Erümmungelinien sowohl wie die Grössen t; und -r- sind 
unabhängig von der Wahl der Veränderlichen und der Parameter, mit 
Hülfe derer man die betrachtete Currenscbar festlegt. Die letztere 
ändert sich nämlich nicht durch die Substitution: 

P^i>{jPi, ix), S = *i Ol, «i), r = % {rt,p„ 2i), 
falls Tj als neue Veränderliche gilt, p^, g, ale neue Parameter auftreten 
und die Determinante: 

dp dg dp dg 

nicht verschwindet. Die Coordinaten x, y, e der Punkte der Schar 
werden dadurch Functionen von j),, g^, r^. Berechnet man mit Hülfe 

dieser Functionen die Ausdrücke für v-, t-, »i, Xt, A,, Aj, ^j, p^, so 
zeigen sie sich gleich den entsprechenden, im System der Variabein 
P) 1i ^ gebildeten, Ausdrücken. Dieselbe Eigenschaft hat der Quotient 
-zz^---.^^- Die Grundlage der zur Erhärtung dieser Behauptungeu 

nöthigen Rechnung, welche ihrer Einfachheit wegen unterbleiben soll, 
bilden die für eine beliebige Function 5 ^'^^ Pt 1 ^""^ *" geltenden 
Gleichungen : 

cv _ er 2j' 1 et ^9 -H ^rr ip ,q- dg 3g C% f!r 

«''' - ö' 3^ + "» 3^' "»'="" e^ + O* &^' &^ = 87 ^ ■ 

Die g^ebene Definition der Erümmuugslinien erster Art setzt nur 
voraus, dass die betrachtete Curvenschar keine isotrope ist. Nimmt 
man ausserdem an, dass sie keine besondere ist, doss also HW — ^*>0, 
— in welchem Fall die Schar eine uligemeine genannt wurde — , 
80 kann man für die Abglichen Ej-Ümmusgslinien noch eine zweite 
Definition geben, die nun betrachtet werden solL 
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§4. NormalkrfiiDmung orth, Traj. Isotr. Corveiucliar. Srflmmnngal. I.a. S.Art. 27 

Der kürzeste Abstand der benachbarten Taugeuten (x, |) und 
(x + 9x, £ + (S|) trifift die Taugente (x, |) in einem Punkte, dessen 
Abscisse in Bezug- auf den Punkt (x, y, b) x sei. 

MsD hat dann: 

SSV Hdp^+i^dpdq + rPdg* 

Da die Determinante HV — 3"* von Null verschieden ist, besitzt r 
einen grössten Werth ti und einen kleinsten t,. Diese Werthe sind 
die Wurzeln der dleichung 

(10) (H5r-*»)t»+(j;ff+e5r- (/+/•) <»)r + ei;- (^-±^7=0 

und sollen die Abscissen der Gretuspankie der kargesten Abstände ge- 
nannt werden. 

Die Werthe t, und r, des Verhältnisses -j^ ^ t, welche die das 
i » dp ' 

Maximum und Minimum von i liefernden Nachbartangenten bestimmen, 

sind die Wurzeln der Gleichung: 

(11) (ff * - '-±^ w)^~-(eV — gH)t-\- ^4^ H — e « = 0. 
Wir wählen die Bezeichnung der Wurzeln so, dass: 



r, =™ - 



H+ 2*», + Vt,' 



Aus der Gleichung: 

H+(P(rj + T,)+5rt,t, = 
ergiebt sich, dass die Richtungscosinus der zu r, bez. r^ gehörenden 
kürzesten Abstände sind: 

*i — Ijr , *! — p-^ , P'l •= ([T , 

bez. 

*i — w^ , ^ — TT, »'*>■= W, ' 
wo: 

Es soll nun gezeigt werden, dass: 
x,'= Xj, V = A,, ft,' = ^; «.' = x,, V= ■*«, f*»' = Ih, 
sodass die Krümmungslinien erster Art den kürzesten Abständen in 
den Grenzpunkten parallel verlaufen. Wir entwickeln zuvor einige 
Formeln. 

Löst man die Gleichungen: 

2^''-'- 2^'<-f: ^U-O 



Dig.zedbyGoOgle 



28 Zweiter Theil. Doppelt nnendl. Currenschar, fest^felegt durch endl. Gleich ongen. 
nach gp, tjp, gp auf und ebenso die Gleichungen: 

nach Ig, i;„ g,, so folgt: 

Xj,(eG-fF) + x^(fE-tF) x^jf Q -gF) + x^f^E-f F) 

Sj>— EG—F' ' ^^ EG — F* 
nnd dunit: 

„ t*Q~UfF+_rE . _ tfG-Kt g + ff) F+ fgE 

""^EG — F*' * Eö — F* > 

^ EO—F' , av w SG — F' 

Die QrÖBse eg — ff ist also von Null verschieden. Man führe 
nun zwei Werthe t' und t" ein mit Hülfe der Oleichungeti : 

,. t+Ti ... - + f'. 

f+n' f + S'. 

Dann ist: 

7»+ fjfr, +"•■) + »•«.., ' 
r-i- Ftf I »"1 I rfi" . (■EC- y')(H+ti.. + ..i +y»,.,) 
£ + ?((+( )+ß(' ?+j75r+-S)Tj'.,T; — 

Die rechten Seiten dieser Beziehungen verschwinden vermöge (11). 
Dadurch erweisen sich aber t' und t" als die Wurzeln der Gleichung (7). 
Femer wird: 

(tg-/T)| gj,(J'+gt') -a',(g+ff)l _(«g-/T)(F+ g'')(»p+a=,*") 
6p+ B*»i {EG-F^ (/■'+ gf) " (EG — i^tf + ffC) ' 

Setzt man also ^"^ f^, t' =t^, so folgt: 

x/^X,, Xg'^Jf,, u. s. f. 

Ausserdem hat man: 
e + (r + r)«, + !/T,'-;^^f^,(e + (/■+/") Ii + i7«, 

Ji + '!a"ii- *■«! i,Ea - F^ (f + 9i,y 

Es beeteben also zwischen den Grössen I,, [, emeraeits und Aj, h^ 
anderereeits die Beziehungen: 
,,„^ EG — F*! EG — F^i 

(!■!) '■- >,-tr h,' ''-.j^rrK 

Mit dem Namen KrümmangsUnien eweUer Art sollen diejenigen 
orthogonalen Trajectorien der Gurvenschar belegt werden, längs derer 



DigilizedbyGoOglC 



S i. IXoTmaXbUmmung orUi. Tr^. iBotr. CmrenichKr. Erilmmnngal. 1. n. S. Art. 29 

die Talenten (6, r), Q abwickelbare Flächen bilden. Die Tangente 
(x, I) wird von der Nachbartangente (x -|- 6x, g -\- d|) geschnitten, falle: 
(13) äx(7iäi-iSr})-\-dy(m-m)-\'St!(iSr}-r}di)^0. 
Es sei erstens die Curvenscbar eine besondere. Wir oehinen hier 

wo n eine endliche Function von p, q, r bedeutet, die anch verschwinden 
kann. Der hierdurch ausgeschloaseue Fall ^ = ijp = ^ '= ist ent- 
sprechend zu behandeln. 
Setzt man: 

80 nimmt die Bedingung (13) die Form an: 

(k + ¥t) (1 + «0 = 0. 
Ist zweitens die Garvenschar eine allgemeine, so hat man: 

y/HW—0'' ^^ yHW~^^9'' yH?f— "*' 

und die Bedingung (13) wird zu: 

Die Abacisse des Schnittpunktes der beiden I^achbartangenten in 
Bezug auf den Punkt (x, y, e) besitzt den Ausdruck: 
_ ixdj + Jy^l + *«*t 

Er wird fflr eine besondere Curvenschar bei l-\-nt='0 stets 
unendlich. Der andere, für k -{- h't ^ sich ergebende Werth möge 
mit 9, bezeichnet werden, sodass: 

ek'—Jk_ 

P"~ H{k- — ftk)' 

Im betrachteten Fall hat man: 



folgUcll: 




Da hier ausserdem; 




9-«f, r-»e, 
so findet sich: 




EO-V ^ ,t-ft ' Ea-1- 


v-ry 

i(E'G~ F^ 
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30 Zweiter Theil. Doppelt uneodl. Curvenschar, festliegt durch endt. Gleichungän. 
Wir setzen allgemein: ijEQ'^'Vi' "^ ** ^^^ erhalten aus (6): 

Bei einer allgemeinen Curvenachar werden die Abscissen (f^ und ^ 
der fn^lichen Schnittpunkte die Wurzeln der Gleichung: 

(14) (^HV-9')f'+{eV-(f + n^ + gH)„ + eg-fr-0, 

sodass: 

tg~ff EG^ F* _ 
HW—0''^ eg — ff '"'^'ä- 

Die Vergleichung von (10) und (14) liefert die Beziehungen 
zwischen (i,,pj und r,,!::^ in der Form: 

(15) ti + Ij = pi + Q^, titg = p,<», (1 — £*p,p,), 

und die Vergleichung von (12) und (14) ergiebt die Beziehungen 
zwischen p,, p, und \,\ in der Gestalt: 

(16) \\^h e,^..' 

J -1 £» 

Die Krümmungslinien zweiter Art bilden eine einzige Schar, oder zwei 
getrennte Scharen, oder sie sind imaginär, je nachdem die Gleichung 
(14) gleiche, reell verschiedene oder imaginäre Wurzeln besitzt. In 
jeder Kormalschar (e = 0) fallen die Krümmungslinien zweiter Art 
mit den Krümmungslinien erster Art zusammen. 

§ 5. Zur Theorie der geradlinigon StrabZensysteme. 

Eine doppelt unendliche Curvenschar, welche aus lauter geraden 
Linien besteht, nennt man ein Strahlensystem. Die Krümmungslehre 
dieser Systeme ist zuerst von Kummer (Journal für die r. u. a. Math. 
Bd. 57. S. 189) bearbeitet, dem man in der Begründungsweiae bis jetzt 
im Wesentlichen gefolgt ist. (Vgl. Bianchi, Lezioni di Geometria 
differenziale S. 244 u. f.). Nur die Lehre von den Brennpunkten und 
Brennebenen ist von Herrn Königs (Annales scientifiques de l'Ecole 
Normale 1882. S. 219) dadurch bereichert worden, dass er sie vom 
Standpunkt der projectiven Geometrie aus begründete. Von Kummer 
sind nur allgemeine Strahlensysteme in Betracht gezogen. Hierdurch 
wird zwar die Einführung der zusammengesetzten Differentiationen 
Xp, a;, n. s. f überflüssig, aber die Definition der Hauptebenen versagt 
bei einem besonderen Strahlensystem. Aus diesem Grunde soll hier 
eine Einführung in die Lehre von den Strahlensystemen folgen, welche 
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von dem Königs'sclien Standpunkte ausgehend eine Anwendung der 
im vorigen Paragraphen gegebenen Entnickelangen darstellt. 

Durch einen Punkt Pj, mit den Coordinaten x^, y^, ^o ^i ^'^^ 
Gerade mit den RichtungscosinuB |, ij, £ gelegt. Dann hat ein be- 
liebiger Punkt P der Geraden die Coordinaten: 
(1) « — aTo+U, j, = J/^ -f- iij, 2 = £o+'£- 

Eine zweite Gerade, die aber nicht zur ersten senkrecht sein soll, 
besitze die Ricbtungscosinna |', rj', f. Die durch Pf, gelegte Normal- 
ebene der ersten Geraden schneide die zweite im Punkte P,,' mit den 
Coordinaten z^', y^, s^'. Legt man durch P eine Normalebene der ersten 
Geraden, so wird die zweite Gerade von ihr in einem Punkte P' ge- 
schnitten, dessen Coordinaten sind: 

(2) ':■-<+—• s-s;+^, «■-v+J^- 

Wir denken uns nnn zwei zu einander senkrechte Ebenen gewählt, 
die sich in der ersten Geraden schneiden. Die Bichtungscosinus der 
Normalen der ersten dieser Ebenen (Ei) seien a^, %, a,; die der Not- 
malen der zweiten {E^) seien ß;,, ßg, ß, . Bildet die durch die erste 
Gerade und den Punkt P' gelegte Ebene mit der Ebene (£,) den 
Winkel X, so ei^ebt sich. 

Die fragliche Ebene wollen wir als dem Punkt P zugeordnet be- 
trachten. Siebt man in (3) die Abscisae l als verilnderlicb an, so stellt 
diese Gleichung ein Ebenenbfischel dar, dessen Äse die erste Gerade 
ist, und dessen Ebenen dieser Geraden projectiv zugeordnet sind. Diese 
Zuordnung ist eine specielle, falls: 

2W-*.)(it'-SV)-o. 

Eier sind die Geraden entweder parallel oder sie achneiden sich in 
einem Pnnkt, dessen Abscisae in Bezug anf P^ durch: 

dargestellt wird. 

Schliessen wir diesen Fall aus, so entspricht dem unendlich fernen 
Punkt der ersten Geraden die zur zweiten parallele Ebene (E^). Dem 
in der ersten Geraden liegenden Endpunkt des kürzesten Äbstands der 
beiden Geraden entspricht die zu Eg senkrechte Ebene. 

Wir betrachten ausser dem Pnnkt P einen zweiten Punkt Q der 
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ersten Geraden, für den die Gröasen l und A mit V and i' bezeicbnet 
seien. Giebt man zur Abkürzung der Gleicbung (3) die Gestalt 

o. Z tg A + 0, i + ög tg A + a, = , 
so ist: 

1 _ (5^4 —_ a,«t ) cotg (l — i') + (a,_* +_V) i + <h < h + <*,«* . 

hier bedeutet l'~l die Abscisse des Punktes Q in Bezug auf f. 

Die Grösse l — i.' ist von Kammer mit dem Namen „Drehungs- 
tcinkd der eweiien Geraden «t» die erste für die Strecke PQ" belegt 



Ist der Drebungs Winkel ein Rechter, so folgt: 

W l _ _ («1*+ Ol') + "i t H + a igj 
l'-l (a,l + a,y+ia,l + a,)*- 

Mac betrachte nun x^, y^, e^, |, i], S ^ Functionen von p und q 
und gebe diesen Veränderlichen die Zuwächse ^jj, z/g, wodurch x^, | 
u. s. f. in x^ + ^x^, 6 + ^i u. 8, f. Obergehen mögen. Dann wird: 

x'-x -u^^._«+^Mi£5. 

^o — *o-|- ^a^o ^^ , 

und da: 

fo^ weiter: 



Oji + Os = cos tft^Pßx'^i, a^l -\- a^=' — cos tp^ai^i,. 
Die Gleichung (3) geht über in: 



tgA = i 






und an Stelle von (4) entsteht, falls V — l^k genommen wird: 

J. = _ ^'^^^'^ 
h coB ^ S^'x* 

Beim TJebergang zur Grenze werde ^'z, ^'y, A's durch iSa:, tfy, 8b 
ersetzt. Man hat dann im Grenzfall: 

1 _ EdSSx 
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Dabei ist: 

Die Oleicbong (5) stellt dne lirteare Heike von Ebenenbüsdieln dar, 
in welcher jeder EinzelbQscbel durch Bestimmiuig des Yerhiltoiases 
T* festgelegt wird. 

Die singtdär^ Einzelbüschel der Reihe, in denen allen Pnnkten 
der Geraden (x^, |) ein und dieselbe Ebene zugeordnet ist (specielle 
Projectivität), sind die Brennätenen des Strahls (x^, |). 

Man setze zur Abkürzung; 

^—V^^l ._V^£1 /•'—■V^^ü n V^^£i 

^—^ dp 8p' U—^ Sq dp' '■> ~^ ~dp dq' ^o"^^ 3« 3«' 
Hat man es mit einem besonderen Strahlensystem zu tbun, wo: 

^^ = „^5 ^^„^ ^£ = „.^i 

3^ ^' 8q dp' Tq dp' 

flo werden die Brennebenen durch die Gleifehungen: 

^o'^J' + K'^i = und dp + ndq = 
festgelegt. Der eine Brennpunkt liegt unendlich fem, die Abscisse p 
des anderen genügt der Gleichung: 
(T^ i. tf(V-»* .) 

'■'■' ? ~ *<,K-Kf." 

Bei einem allgemeinen Strahlensystem werden die Brennebenen 
mit Hülfe der Gleichung: 

bestimmt, w^rend die Abscissen der Brennpunkte der Beziehang ge- 
nügen: 
(8) (HW-<P>)Q'+(e,W-(.f,i-f^')1> + ff,H)„-\^e,^^-U^' = 0. 

Eine Erzeugnngsweise von Strahlensystemen mit imaginären Brenn- 
punkten ergiebt sich auf folgendem Wege. 

Man nehme drei Functionen U, V, W der complexen Veränder- 
lichen j> + ig und setze, die reellen und imaginären Theile dieser 
Functionen sondernd: 

Dann sind x^, y^, e^ einerseits, a:,, y,, Sj andererseits die Coordinaten 
je einer F^he. Ein Werthepaar (jt, q) ordnet einem Punkte der einen 

T. Llllanthal, CDirnucbuoii. 8 
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Fläche einen Funkt der anderen zu, und die YerbindnngsUiiien derartig 
einander zugeordneter Punkte bilden ein StraMenByatem. . 

Die RichtuugscoaiQUB der Strahlen sind bestinunt durch die Glei- 
chungen : 

wo: ' 

B-V{z,- «.)■ + (>.-!(.)■ + (.. -..)■. 
Hierdurch erMlt man: 

" R^ dp dp B ' 

^ S^ dp äq B ' 

^ B^ dq dp B ' 



B^ dq dq B ' 



HW— ak»=2^ 



-M.. 



Die Gleichung (8) gewinnt die Gestalt: 
2<.»— 2pB + Ü»— 
and besitzt imaginäre Wurzeln. 

Betrachten wir nun die Gleichung (6). Sie nimmt bei Anwendung 
der Bezeichnungen des vorigen Paragraphen die Form an: 

W Ä "■ Edp^+UFdpdq + Qdq* ' 

Hier ist: 

und wenn: 

^=2'An¥i-i'i). *'-2''.('e-'r;)' 

hat man weiter: 

'.-:^(«l| + *('a|-«S))' ».-K^l|+*'('5|-Sg)). 

also aach: 

F_''+'' !?_"■+"' r. 1'+''" 

Ea-P-i^J^)'- 

Die Differenz EG — F' verschwindet nur, wenn der Punkt mit der 
Abscisse l ein Brennpunkt ist. Bei einem besonderen Strahlensystem 
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wird nSitnli ftTi • 

e¥—ß — eX—UK + Hl (V — «t«), 
bei einem allgemeinen bat man aber: 



»il8C 



I-- 



8g dp 



folglich : 
(10) 



yuv- 



■ f-. 



ek'—ß- 



Yhv- 



1/Hy — *•' 



««-/■r-?(H<!'- «■) + !(«. ■!'-(/i + /i')«+j,.H) + e.i,.-/iC 

fmit der Punkt {x, y, z) nicht in einen Brennpunkt, so ergeben 
sich wie im vorigen Paragraphen die beiden Hauptnormalkrümmungen 
und die Erilmmungslinieu erster Art. Um zu den Kummer'schen 
Hauptebenen zu gelangen, ist zu zeigen, dass die Tangenten ein und 
derselben Schar von Erdmmaogslinien erster Art ^gs eines Strahle 
parallel sind, oder, was dasselbe ist, dass die Richtungscosinus x,, x, 
u. 8. f. nicht Ton l abhängen. 

Bei Anwendung obiger Ausdrücke fOr Xp, Xq hat man: 

Die beiden Quotienten: 

* + *'(, 
"'"° < + /■(. 
müssen daher von l onabhäogig sein. 
Um dies nachzuweisen nehme man 



(«- 





"« + /■! 




ersetze in dem Ausdruck fOr -^ die Grösse t^ 




ichnet J die Determinante 




S 1 £ 






81 It iC 
dp dp ip 






di d, dt 
Sq dl dq 
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ao wird: 

• H > 3 H 

und: 

« + tf +n l+gt'- ^jf;^l^.(VH-k9-yif9-^fH-hJ)u+eJi,% 

E + 2F( + GC _ ef,=i|^ (1 + „■) , 

also: 

1 k-H—ki-\ - (e» — fH — kJ) u + eJu* 
h ^ (fk~ e*') (1 4- «*) 

Die Grossen Uj und Ug sind diejenigen Werthe von u, welche das 
Maximum und Minimum von ,- liefern, folglich die Wurzeln der 
Gleichung: 

-1^0. 



Da nun: 



k^ka, fc' = k„' + lJ, 



«, + «,= 






d. h. die Grössen u^ und u, sind in der That von l unabhängig. 

Bei einem allgemeinen Strahlensystem spielt die ^härische Äb- 
büdung eine Hauptrolle. Mau ziehe zu den positiven Theilen der 
Strahlen des Systems parallele ßadien der Einheitskugel und betrachte 
den in der Kugeloberflache liegenden Endpunkt eines Halbmessers als 
das sphärische Bild des dem Halbmesser parallelen Strahls. Auf diese 
Weise wird jede von Strahlen des Systems erzeugte Fläche durch eine 
Curve auf der Einheitskugel abgebildet. 

Die Krflmoiungslinien zweiter Art verlaufen in abwickelbaren 
Flächen. Eine solche wird durch eine sphärische Curve abgebildet, 
deren Tangenten den Tangenten der in der betreffenden abwickelbaren 
Fläche verlaufenden ErOmmungslinien zweiter Art parallel sind. Wir 
nennen die Kichtungscosinus dieser Tangenten x,, A,, fi,; x^, !L^, n^. 
Ferner sei: 

(10) di-^s, + xA, d,-x,s, + i,s„ dt~i^s, + !,,&,. 

Die Zeichen S^ und S^ bedeuten lineare Differentialformen, welche gleich 
Null gesetzt die Differentialgleichungen der sphärischen Bilder der 
KrOmmungslinien zweiter Art liefern. 

Für die Differentialformen dx^, Sy„, Se^ muss es eine Darstellung 
geben von der Form: 

Sxa = x, (aS, + bS^) + x, {eS^ + dS,), u. s. f 
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Nun ist filr jede abwickelbare Fläche dea Strahlensystems: 

oder: 

cSi' — (a — d) S, ^ — ft ^' = . 

Damit dieser Beziehung dvirch S^^O und jS^ ^ genügt werde, müssen 
c und b Tersctwinden. Jetzt hat man fQr 1^0: 

Da die Grösse A für £^ = den Werth p„ für S, = den Werth p, 
besitzt, folgt: 

o — — Pi, d= — Pj 
und: 

(11) *a:o— — <.i.(,£^ — ft«i^- 

Wir benutsen die Darstellungen (10) und (11) zur Umformung der 
Gleichung (5). 
Man hat: 

daher ergiebt sich: 

Die Werthe von A, welche zu £^=»0 und S^^O gehören, be- 
stimmen die beiden Brennebenen. Bezeichnen wir diese Werthe mit 
li und Aj, so wird: 

M9^ , , tgi, (i - p.) Z p,is + iB^ (i - g,)gp,» . ■ » 



genommen ist. 

Jfan fasse nun zwei nicht singulare EinzelbBschel aus der durch 
(12) festgel^ten linearen Reihe von solchen ins Äuge. Sie mögen zu 
den Werthen z und t' gehören. Betrachtet man jede durch den Strahl 
(Xg, I) gelegte Ebene einmal als dem Einzelbüschel (t), dann als dem 
Einzeibüschei (x') angehörig, so erhält man im Büschel (t) einen ihr 
entsprechenden Punkt mit der Abscisse l, im Büschel (r") einen ihr 
entsprechenden Punkt, dessen Abscisse V sei. Da jetzt neben (13) 
auch die Beziehung: 
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beateht, so bestimmen die beiden Eiuzelbüschel (c) und (r') auf dem 
Strahl {Xfj, ^) eine projective Punktzuordnnng mit der Gleicbung: 

/! Q-, ( i — Pi)(i'— gl) r 

<-i'*J {i_p.)(r-p,)-7^- 

Dies zeigt zuimchat, doss die Brennpunkte des Strahls (xg, |) die 
Doppelelemente jeder auf die betrachtete Art erhaltenen Punktzuord- 
nung sind. 

Die beiden Brennebenen bestimmen zwei durch das ephärische 
Bild des Stralils (Xg, £) hindurchgehende Eugeltangenten, welche die 
Brenntangenten heissen mögen. Ebenso bestimmen x und t' zwei durch 
denselben Eugelpunkt hindurchgehende Kugeltangenten, und -7 ist ihr 
Doppelverhältnisa zum Paar der Bremitangenten. Dasselbe ist nach 
(13) gleich dem Doppelverhältnisa jedes Paares entsprechender Punkte 
(J, V) zum Paar der Brennpunkte. 

Die Fnnktorduung (13) ist eine Involution, wenn das Doppelver- 
hältnisa -T ein harmonisches ist. 

In ähnlicher Weise ergeben sich die Brennebenen als Doppel- 
elemente projectiver Zuordnungen. Jedem Punkt der Geraden {x^, |) 
entspricht sowohl im Büschel (t), wie im Büschel (t') eine Ebene, 
Die erste ist durch den Winkel A bestimmt, die zweite werde durch 
den Winkel X' festgelegt. 

Da jetzt sowohl: 

p, (te^ - tgl.) S p,«. + j. (tgi - tgH,) S (I^x, T 



1 = 



als auch: 

so wird: 

(14) 



(tgz - \^K)2p^H + (t«i - tg;i,)z |S,K, . 

_ Pi (tg^' - tg^) g^,». -f- ft (tgi'- tea ,) j p,«. 
itgr-tgi,)Xp^x, + (tgr-tgi,)£'^V^ 

(tgi-tg i.)(t gr-tg v t 
(tei-tgi,){tgr-tgi,) V 



Diese Gleichung ordnet nach Wahl von t und x' jeder durch* den 
Strahl (Xq, |) gehenden Ebene eine zweite projectiv zu. Die Doppel- 
elemente jeder derartigen Zuordnung sind die beiden Brennebenen. 

Im Anschlusa an diese Bemerkungen über Strahlensysteme sollen 
die Guichard'schen Sätze (Annales de l'Ecole Normale, 1889. S. 333, 
vei^I. Bianchi, Lezioni S. 261) von dem hier eingenommenen Stand- 
punkte aus begründet werden, einmal, um zu zeigen, dass die Ein- 
führung der Ableitungen nach Bogenlängen eine Vereinfachung der 
Rechnungen zur Folge hat, und dann, um durch Mittbeilung eines, 
wie es scheint, noch nicht bemerkten flächentheoretischen Satzes die 
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Oaichard'schen Ei^eboisse za TerroUständigen. Zur Darl^usg des 
fr^Iichen Satzes ist es nöthig, einige Bemerkimgei) TorauBzuscbicken, 
die als Erweiterung der Entwickelangen im § 3 anzusehen sind. 
Wir wählen zwei lineare Differentialformen: 

T, =. «„ dp + «(„ dg, T, — c„ djj + c„ dq 

und betrachten Tj -= and 7, = als die Differentialgleichungen 
zweier Currenscharen auf einer Fläche (x, y, «). Dabei soll voraus- 
gesetzt werden, dass: 

2 (''*>'. =2 1'*^" 1' 2'<'**^''^''*>' = cos 5. ^ 0, 

Bedeutet Vj einen int^rirenden Factor von 7,, v, einen solchen 
Ton Tf, 80 hat mau: 

(<»og«.>.-i(^-^), (<il»g«.k-i(^-^)- 
Folglich sind T^ und T, voUständ^ Differentiale, wenn: 

(d log i',)r, — (d log v,)r, =■ 0. 
Für eine beliebige Function g von p und q erMlt man wie im § 2: 
(15) (.ig),, r, - (d5)r. r, - (JS)r, (^ H V,),, - (iSV, (^ log v,)r, . 

Es handelt sich jetzt darum, die geometrische Bedeutung der Grössen 
(d log Vi)r, und (d log v,)!-, kennen zu lernen. Wir fuhren zu diesem 
Zwecke zwei weitere Differentialformeu durch die Gleichungen ein: 
j,,_ r.+ r,coay j'^ r.+ r.coBy 

1 ain 9 ' ' sin ip 

Dann sind T/^O, T,'>>=0 die Differentialgleichungen der orthogo- 
nalen Trajectorien der Gurren T, = 0, T, -= 0. Durch einen Flächen- 
punkt gehen vier Einzelcurren der betrachteten vier Scharen. FQr 
ihre geodätischen Krümmungen erhält man die Ausdrücke: 

i -2(<i»'k (^')t.; s- -2 (''*)'■. (■**)'••■ 

Da; 

("'S)'. ^ . ("'S)»; '—li^ . 

80 wird: 

(dl),,,,. ;j__,- , (dl),,,,' ;;— 
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und: 

1 _ cotg 9 ^ i idx)j.^ (dx)f^ j,^ 1 cotg<p ^£ (dx)j.^ ^?^V...r. 
Bj. ■ Sj. ein' <p ' Sj. . Rj, sin* ip 

Setzt man in (15) statt '^ der Reihe nach die Grossen x, y, e, 
multiplicirt einmal mit (dx)T,-, (dy)T^, (**j^)r,', dann mit (dx)i;-, (dy)?,', 
{de)T,-, und addirt jedesmal, so eigiebt sich: 

k.log v.),= e» ^ (4- - -|^'?) + jL _ ?f J, 

Auf Orund dieser Gleichungen lässt sich der zu beweisende Satz 
folgendermossen aussprechen: Die inffereniialfarmen T^ und T^ sind 
voüsiändige DiffererUvüe, wenn: 

d. h. wenn die Tangenten da- Curven T, = hes. Tj = senkredii sind 
SU den Verbindungslinien der geodätischen SrümmungsmittelpunJcie der 
Curven ^1 = 0, j;'= bee. r,= 0, 7!,'=0. Nimmt mau 2; = dit, 
T2 = dv, 80 erlült das Quadrat des Liuieuelemeiits die Gestalt: 
ds'= dM*+ dv*+ 2 cos 9 dudv. 

Es seien nun zwei nicht zu einander senkrechte Currenscharen 
auf der Einheitatugel gegeben. Wir beantworten zunächst die Ton 
Herrn Guicbard behandelte I'Vage, unter welcher Bedingung diese 
Scharen die sphärischen Bilder der Äsymptotenlinien einer Fläche sind. 

Betrachtet man die Gurren T^^ 0, T, = auf der Einheitskugel 
(€) V> t) ^ die eplürischen Bilder zweier Gurvenscharen auf einer 
Fläche (x, y, e), so hat man: 

dx = (dx)T,T, + {dx)T,T^, 
wo aber {dx)r„ (dx)r^ u. s. f. nicht Richtungscosinus sind. 

Da die Asymptotenlinien einer Fläche senkrecht zu ihren sphä- 
rischen Bildern verlaufen, wird, fella die Gurren T, = 0, Tj = auf 
der Fläche mit den Asymptotenlinien der Fläche zusammenfallen: 

WO X und /i Proportionalitiltsfactoren bezeichnen. Die Richtungscosinus 
der Normalen der Fläche sind |, ij, £, und weil allgemein, wie aus 
(15) herroi^ht: 

_2'£(<i»Kr.-_2'e(''*>.'. 
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oder: 

■o folgt: 

* — (». 
Damit die Differentialform dx ein voUsiÄndiges Differential sei, musa 
die Beziehung: 

A ((rf|)r/ r, - {di)T^ T.) + (dX)T, (dOr; - (.dX)T, (d£) r; 

= A ((d|)r; (Ä log v,}t. — (^DtV (d log Vn) 
eriBllt sein. Stellt man die entqtrechenden Bedingungen fttr dy, dz 
auf, 80 fo^: 

(i sin ip (dlogw,)r,= ((iA)r, sin <P 

I A ain 9 (d log Vj)!-, = (dA)r, sin v 

[ - A{^(de)r. (dg)r,T.-2(d|)r. (d|)r,' r,) ■ 

Aber: 

^ (dg)r. (d6)n' r, = coB ,. (dy)r, + eotg <p^ (d6)r, (d|)r.. 
und: 

_2' (■i6)r, W V sin 9 (d^JT. -^ (it),, Wr, T. ■ 

Bei Anwendung der Abkürzungen: 

J cotg y ^ ^ i cot« <p ^ p 

geht daher die erste Gleichung (17) über in: 

und entsprechend findet man an Stelle der zweiten: 

Die fragliche Bedingung verlangt also, dass der Ausdruck 

ein vollständiges Differential sei, oder daas die Beziehung bestehe: 

{dÄ)r,— (dB)T,= (Ä'— W) cos <p, 
in welchem Fall sich X und danach x, y, e durch Quadraturen be- 
stimmen. Um die geometrische Bedeutung von A zu finden, beachten 
wir, dass der reciproke Werth des Krümmungsradius eines Normal- 
schnitts der Fläche (x, y, z) durch den Ausdruck: 



2 am y r , r, 

"i{r,'— scosv r,r,+ r,") 
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geliefert wird. FolgUch ist — -p das Erümmungsmass der Fläche. 
Besteht die vorige Bedingungsgleichung in der Art, dass A== B=^0, 
80 wird l constant. Die sphärischen Bilder der Asymptotenlinien einer 
Fläche von constantem, negativem ErünunungBmasB besitzen also die 
in obigem Satz mitgetheilten E^nscbaften. 

Die Brennpunkte eines Strahlensyatems liegen auf zwei Flächen, 
welche man die Brennflächen des Systems nennt. Die Mittelpunkte 
der die beiden Brennpunkte eines Strahls verbindenden Strecke Hegen 
anf der sogenannten MUtelputiktsfläche des Systems. Wir stellen zu- 
nächst die DifTerentiale der Goordinaten der letzteren durch lineare 
Formen von S, und S^ dar. 

Da: 

so wird, falls: 

gesetzt wird: 

dx„ = S, (— p,xs + 1^0 + S,(— p!,x^ + ftl). 
Sollen Xff, y^, z^ die Goordinaten der Punkte der Mittelpunktsfläche 
sein, 80 ist ^ durch — p, zu ersetzen. Wir schreiben dann p statt q^ 
and erhalten: 

dx,- s,{- (.«,+Rö + s,(n+p,i). 

Man nehme nun T, = Si, T, = iS^. Dann sind die Grössen tp, A und B 
bestimmt. Femer sei: 

{dx)T; = *,', {dy)T- = i;, {d£)T: = ^, 
{dx)Ti = «,', idy)Ti = A/, {di)f; = (t/. 
Die Differentialform dx^^ ist ein vollständiges Differential Folglich 
hat man: 
- (dp)s. H — 9{^^)s, + {äpi)s. I + ft «4 — ((ip)s, X* — P (dx,)a, — (dft)s. % —p^ «, 
= (.4co8qo+B)(-px,+ftg)— (^+5cos9))(e«4+ft6). 
Multiplicirt man diese Qleichung und die entsprechenden aus dy^ und 
di„ hergeleiteten der Reihe nach mit s^', Aj', ^', dann mit x^^ A,', ft^, 
endlich mit %, tj, £ und addirt jedesmal, so ergiebt sich, da: 

^ «s' idx,)s, = — .i sin 9 , ^ «,' (dx^)s, = cos <p sin ip B, 

^ x^ (dx^)s,'= A <i08 tp Bin ^ , ^^V('^**)si = — Beimp, 
das Oleichnngseystem: 

(d(f)s,-p, — 29Au=0, 

(Äpk-ft-2pB = 0, 

((^J^k - («^aX + 2p cos 9 = p, (vi cos 9> + B) - p, (4 + .Bcos y). 
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§ 5 Znr Theorie der goradlinigen Strahteiuysteme. 43 

Ersetzt man in der dritten dieser Gleichungen die Grössen ;>, und p^ 
durcli ihre den beiden ersten Gleichungen entnommenen Werthe, so 
entsteht fOr p eine Laplace'sche Differentialgleichung. Nach Inte- 
(^tion derselhen erfordert die Bestimmung von j:^, y,,, ^g, und damit 
die Bestimmung eines Strahlensystems mit voi^schriebenem sphärischen 
Bilde seiner abwickelbaren Flächen nur noch Quadraturen. (Guichard 
1. e. S. 344.) 

Wir machen jetzt die Yoraussetzung, dass A und B verschwinden. 
Dann ist: 

und die dritte Gleichung des obigen Systems nimmt die Form an: 

Sind X, Y,Z äie Richtungscosinus der Normalen der Mittelpnnkts- 
fläche, so hat man: 

X:Y:Z=— p,1(,' + p^x^ -{- 9 sia vi: —p^it' + Pi^i -\- 9 ^i^VV- 

^ . — PilH + Aft*' + « sin V t- 

Nun ist: - 

folglich verschwindet auch 2!X{dXfj)s,s,- Dies besagt aber, dass die 
Gurren 5, = 0, iS^ = 0, d. h. die Schnittlinien der FKche mit den 
abwickelbaren Flächen des Strableosystems, conjngirte Curven sind. 
(Guichard 1. c. S. 345.) 

Die Coordinaten der Punkte der beiden BrennSächen werden: 

Man hat somit: 

dx^ = 2j),£S, + 2(^x^Si, dx^= — 2px,S, + SftgS». 

Die Richtungscosinus der Normalen der ersten Brennfläche (a;,, y^, «,) 
sind daher x^, A/, /^,'; die der zweiten x,', A^', fi,'. Folglich wird, wie 
bekannt, die erste von der Brennebene mit der Gleichung: 

die zweite von der Brennebene mit der Gleichung: 

berflhrt. Die Schnittlinien der abwickelbaren Flächen des Strahlen- 
systems mit den beiden Brennfiächen sind zu einander senkrecht. 
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44 Zweiter Theü. Doppelt unendl. Curvenschar, festgelegt durch endl. Qleichimgeii. 
Weil ausserdem: 

Bo sind diese Schnittlinien zugleich die Erfimmungslinieu der Brenn- 
flächen. (Guichard 1. e. S. 346.) 

§ 6. State imd aweite Ableitungen naoh Bogenl&ngen. Darstellnng 

der Eweiten Ableitungen der Ooordlnaten dtiroh die ersten. Hervor- 

steoliende Arten orthogonaler Tr^eotorien. 

Eine Schar orthogonaler Trajectorien der gegebenen Curvenschar 
wird festgelegt durch zwei DifiTerentialgleichuDgen TOn der Form: 

'^ '' 1 mdp + ndq — 0, 

wo m und n Functionen von p, q, r bedeuten. Da die erste dieser 
Gleichungen bei jeder orthogonalen Trajectone bestehen muss, dSrfen 
die durch (1) bestimmten Linien einfach „orthogonale Trajectorien 
(oder Curven) mdp + ndq = 0" genannt werden. Die im § 3 ein- 
geführten Verrückungscomponenten: 

3x = Xpdp + x^dq, Sy = ijpdp -\- y^äq, de »= Zpdp + Sgdq 

sind somit bezogen auf die orthogonalen Trajectorien dp*=0 und 
dq = 0, oder mit anderen Worten: die Curven dp^O, dq'=0 sind 
als Goordinatenlinien betrachtet. Wir wollen an ihrer Stelle zwei be- 
liebig gewählte, durch die Gleichungen: 

m^dp -(- rtjrfg = 0, m^dp + n^dq = 

bestimmte Scharen von Goordinatenlinien einftthren. Die Coefficienten 
f»,, n^, m^, tt, haben dabei nur der Bedingung zu genügen, dass ihre 
Determinante »», «j — »^ «^ nicht verschwindet. Die beiden Scharen 
ändern sieb nicht, wenn man ihre Gleichungen mit endlichen Factoren 
multiplicirt. Wir bezeichnen mit v^ und v, zwei vorläufig unbestimmte 
Functionen von p, q, r und setzen: 

v, (m^dp -\- itjdq) = «iidp -j- a^gdq = T^, 
v, (iMjdp -\- n^dq) = Ojidp -j- tt^dq = Tj, 

Das Differential einer Function % von p, q, r wird eine lineare Form 
von I\, Tj, T^. Geben wir ihr die Gestalt: 

dS = {ä%)r,T, + {d%)r.T, + (dg)r.2'o> 
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Erste imd zweit« Ableitungen nacli Bogenlängen. 



(2) c-^sv-^z^, TO..= ;;„:f!.''„°:\ ran=^~- 

Da: 

so ist (d5)r^ als die Ableitung Ton 5 nach der Bogenlänge der Gurren 
der gegebenen Scbar zu betrachten. Setzt man: 



Vwt'g — 2w ,m , y + t^'g _Vjh*ß — 2«, m,F + m,*G 

^^~ Bt,n,-ni,n, ' *'* ~ »n,«,— m.n, ' 

SO werden idx)r^, (dy)r„ (dz)r, die Richtungscosinus der Tangenten der 
Curven Tj ^ 0, und ((?3:)r,, (<'ff)r,, (d^)r, die der Tangenten der Gurren 
T, ^ 0. Damit wird (rfS)r, oder (dg)rj die Ableitung tou 2f nach der 
Bogenlänge der Gurven T, ->= oder T, = 0. Ersetzt man in dem 
partiellen Differential: 

dp und dj durch Tj und Tj, so kommt: 

daher ist: 

Für das unter der Bedingung T^=^0 gebildete zweite Differential 
einer Function ^ führen wir die Bezeidmungsweise ein: 

**g - dpp'lp' + (Sp. + 5.,) ''päq + S„di'+^,d'p+%,d'q 
- (<l%)vTi'+ («gir.r. + (d^h.T,) T,T,+ {dS)vT,' 
+ ('lWr.ST, + {d%)r.ST,. 
Hier ist: 

(d(.dS)T.)T,-(d^T.Ti„ (d^v,-{dSy. 
gesetzt, während für ÖT^ und ST^ die Gleichungen bestehen: 

STr= (s'.,Xdp'+ ((«4+ f«^,) dpdq + (a^\dq*-^a„d'p 
+ ayid*q, (»-=1,2). 
Wir beschäftigen uns nun mit der Au^^be, die zweiten Ab- 
leitungen der Coordinaten nach der Bogenlänge der Gurren der ge- 
gebenen Schar und der Linien T, ^ 0, 7^ ^ auszudrücken durch 
die ersten derartigen Ableitungen und durch geometrisch anschauliche 
Grössen. Die Lösung dieser Aufgabe erfordert die EinfObrung zweier 
weiterer Scharen Ton orthogonalen Trajectorien, die zugleich orthogo- 
nale Trajectorien der Linien Tj = oder T, = sind. 

Den Winkel der Linien T^^O und 7,^ nennen wir ip, so dass: 

^(dx)T,idx)T,= cosy. 
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4ß Zweiter Theil. Doppelt nuencU. Cmrenacliar, festgelegt durch endl. Oleichungeo. 

Man nehme nun: 

1 aimp ' » sin qi ' 

Dum wird: 

W (,»tfM = — ~ — Bi^ ' ("«M' = ^-^ . 

und: 

^(dx)T, (dw)T,- ='^{dx)T, (ßx)r,' = sin tp, ^(dx)T,- {dx)^ cos 9. . 

Dies zeigt, daaa die Curven T^^O, T/^O orthogonale Trajectorien 
der gegebenen Curvenschar sind, ferner, daes die Curven T^ •= ortho- 
gonale Trajectorien der Curven 2",™ 0, und die Linien T^'^ eben- 
solche der Linien T^^ sind. Endlich ist (d^)r,' oder (<^3f)r,' die 
Ableitung von % nach der Bogenlänge der Curven Tg'^O oder T^<=0. 

Es sind jetzt gewisse Krümmuiigen einer orthogonalen Trajectorie 
in Bezug auf die gegebene Curvenschar ins Auge zu fassen und die 
Definitionsgleichungen derselben auf die betrachteten Scharen T^ = 0, 
T, = 0, Ti,'=0, r,'=0 anzuwenden. 

Die Normalkrümtnung legten wir durch die Formel fest: 

JL — _ £^*| gj^'j^ 
h *«• Äs' 

Bezeichnen wir die Normalkrflmmungen der Curven T^ = 0, Tj ^ 

mit r- , I— , so folgt: 

Die Krümmungsase einer orthogonalen Trajectorie schneidet die 
Xormalebene der Curve (i> = Const, q = Const.) in einem Punkt, 
welcher der Mittelpunkt ihrer geodäUschen Krümmung -^ genannt 
werden soll. Sind |', i?', £' die Richtungscosinus der Qeraden, welche 
im betrachteten Punkt sowohl zur Tangente (£, 1), g) wie zur Richtung 
(fix, Sy, Ss) senkrecht ist, so hat man: 

R ffs' *«' 

Bezeichnen vrir die geodätischen Erflmmnngen der Curven Tj=0, 
T, = 0, J;'= 0, T^'= der Reihe nach mit 



so folgt: 
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S C. Dantellnng dei zweiten Ableitungea der Coordinaten durch die ersten. 47 
J- — 2('*ik (ix),,., ^ —^(di),^- (die),,., 

4 - -2^^')'~ (■")>■. '.■ --?^-^, 2^i'>.- (i'>. '.. 

Es empfieUt sich auBser der Normal- und geodätischen Krümmung 
noch eine dritte za betrachten, die wir bei einer beliebigen Curve 
Erimmung der Cktrve in Bemg auf eine Normalenfläche nennen, d. h. in 
Bezug auf eine geradlinige Fläche, deren Erzeugende Normalen der 
Gurre sind, und die wir als Grenzwerth folgendermaseen festlegen. Sie 
Goordinaten x, y, z der Punkte einer Gurre seien Functionen der Ver- 
änderlichen t, und die Normalenöäche werde bestimmt durch Angabe 
der Richtnngscosinus a, b, c ihrer Erzeugenden. Die zu den Erzeugen- 
den und den zugehörigen Curventangenten senkrechten Geraden mögen 
die Richtungscosinus a, b', c' besitzen. Man betrachte nun ein regu- 
läres Curvensttlck FF', dessen Anfangs- und Endpunkt den Wertben 
t und t + ^t entsprechen. Durch P geht eine Halbgerade, welche 
mit den positiven Theilen der Coordinatenaxen Winkel bildet, deren 
Cosinus a, b, c sind. Man ordne die Punkte Fa dieser Halbgeraden 
den Punkten Fä des CurrensbÜcks PF' in der Weise zu, dass jede 
Strecke PP^ gleich der Bogenlänge J*PÖ wird und lege durch die 
Punkte Pa gerade Linien La, welche den durch die Punkte Pä gehen- 
den Geraden (a', b', c') parallel sind. Die senkrechte Projection einer 
Geraden £„ auf die zu P gehSrende Normalebene der Curve schneide 
die zu P gehörende Gerade (a', h' , e") im Punkte Q«. Dem Grenzfall 
Fa*" P entspreche der Punkt Qa ^ Q. Dann soll Q als der zu P 
gehörende Erfimmungsmittelpunkt der Curve in Bezug auf die zu 
Grunde gelegte Normalenääche angesehen werden. Nimmt man die 
Abscisse von Q in Bezug auf F gleich l und bezeichnet, wie üblich, 
das Linienelement der Curve mit ds, so wird: 

und die Goordinaten von Q werden: 

x'-=X'i-la', y'=y-|-Z6', g'=g-\^lc'. 
Man darf hierbei nicht ausser Acht lassen, dass die Wahl der Halb- 
geraden (a, b, c) von Einfluss ist Legt man die Halbgeraden ( — a, 
— b, — c) zu Grunde, so erhält man als Krümmungsmittelpunkt den 
dem Punkte {x', y', e') symmetrisch entsprechenden Punkt mit den 
Goordinaten 

a:" = a; — la', y"^y — ^6', b"= z — Ic'. 
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48 Zweiter Theil. Do3)pelt uuendl. CnrveuHchar, fettgelegli durch endl. OleichnngeiL 

Die Erflnunuiig -j- verschwindet, wena die Normslenfläcte (a, b, e) 
abwickelbar ist, in welchem Fall auch die Normalenfläche (a', b', c') 
abwickelbar ist. Läsat man bei einer krummen Linie die Erzeugenden 
der Nonnalenfläche mit den Binormalen der Linie zuBsmmeniallen, so 
wird -f- die zweite ErUmmung der Linie. 

Der entwickelte Begriff der Krümmung einer Curve in Bezug a\if 
eine Kormalenfläche lässt sich in doppelter Weise für die Krfimmung»- 
lehre der Currenscharen fruchtbar machen, indem man entweder längs 
einer orthogonalen Trajectorie die Tangenten (£, i], g), oder längs einer 
Curve p = Gonst., q = Const. die Tangenten ein und derselben Schar 
orthogonaler Trajectorien ins Auge fitöst. Auf diese Weise erhält mau 
für die Krümmung der Curven T^^O, 2i = 0, T^'-=0, J','=0 in 
Bezug auf die Normalenfläche (|, ■>}, {;) die Werthe: 

so dass: 

i + i_JL + J-. 
't. + ',. 'k + V 

Für die Krümmung j bez. -j— einer Curve p ^ Const., q = Const. 

iu Bezug auf die Normalenfläche ((rfa;)r,, idjf)T„ (d«)r,) bez. ((.dxJT^, 
(.<iy)r,, (.äz)T^ erhält man: 





1 

^ 


-2(.d')r 


(d')T. 


.-.-5b.S(^-)' 


[d'),.,. 


80 dass: 












w 




L 


, + 1 


--(■i»k- 





Diese Gleichung spricht eine allgemeine Eigenschaft der in Rede 
stehenden Krümmung aus, indem die Summe der KrClmmungea einer 
Curve in Bezug auf zwei Normalenflächen vermehrt um die Ableitung 
des Winkels der beiden Flächen nach der Bogenlänge der Curve den 
Werth Null ergebt. 
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§ <t. DarsteUnng der zweiten Ableitungen der CoordinateD dnrcli die eraten. 49 

Wir f&flsen endlich auf den durch den Punkt (x, y^ e) gehenden 
Talenten der Curven Tj = 0, T^ = noch zwei weitere Punkte ins 
Auge, nämlich die Schnittpunkte dieser Tangenten mit der zum Punkt 
(:i;, y, z) gehörenden KrQmmungBaxe der Gurre p >= Conat., q >= Gonst. 
Wir bezeichnen den Halbmesser der ersten Krümmung dieser Gurre 
mit (f, die Eichtungscosinus ihrer Hauptnormalen mit a,, b^, c, , die 
ihrer Binormalen mit o,, 6,, c^. Msn bat dami: 
(5) 0| = p(£i6>.. <H = q{W^t,— Udn)T^- 

Der Schnittpunkt der Krttmtnungsaxe mit der Tangente der Gurre 
Tj ■— besitze in Bezug auf den Punkt (a:, y, z) die Absciaae Pr,. 
Für die Coordinaten dieses Schnittpunkts gelten einmal die AusdrQcke: 

X+(dx),,Tr„ y+(jly),,P,,, , + (di)r,Pr„ 
andererseits aber^ wenn der Schnittpunkt vom Mittelpunkt der ersten 
Krümmung der Gurre p = Gonst., q ^ Gonst. den Abstand p' hat, 
auch die Ausdrücke: 

Daher hat man: 

Für die Abscissen der Schnittpunkte der Tangenten der Gurren r,^0, 
Tg'^0, Tj'^0 mit jener Krümmungsaxe in Bezug auf den Punkt 
(x, y, z) ergiebt sich entsprechend: 

Die entwickelten Formehi setzen uns in den Stand, die gesuchten 
Ausdrücke für die zweiten Ableitungen der Goordinaten nach den 
Bogenlängen der Curven p = Consi, q = Gonst; T^ = 0; T, ^ her- 
zustellen. Man erhält für die Coordinate x: 



(6) 



(dx)r,. 


= ^^ 


+4 








(<'»)r.A 


.(- 


«in 


-) (.^x)r. 


+e:^- 


^)^ 


(.dx),,T. 












(dx)T.,. 


fcoatf 


sin 


^)(.1x)r. 


-H6-- 


1^)1, 


(.dx)r.. 




+^ 


{<lx)r 




i 

-TZ' 



r. Llllanthal, 
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(■;£)'.- 




(^e.— '^+^^ 
(«).-^+^- 



50 Zweiter Theil. Doppelt nnendJ. CairenschsT, festgelegt dnrch eudl. Gleichnngen. 

(6) 

Hieraas geheo die entsprechenden Gleiclinngen für die Coordinaten 
y und e durch gleichzeitige Yertauschung von x, | mit y, ^ oder 
gf t hervor. 

Das Verschwinden eines der in diesen Oleichungen auftretenden 
GoefScienten darf ab hervorstechende geometrische Eigenschaft der be- 
trachteten Corvenscharen aufgefasst werden. Verschwindet -j— oder y, 

80 sind die Curven T, = oder T^= Krümmungslinien zweiter Art. 
Eine orthogonale Trajectorie, deren XonnalkrOmmnng überall ver- 
schwindet, soll eine AsymptoterUmie der Currenschar heissen. Ist eine 
solche nicht gerade, so fallen ihre Binonnoten mit den Tangenten 

(I, ri, £) zusammen. Falls r— oder r— Null ist, sind die Curven 2'j = 

"t, "r, 

oder Tj ^ Asymptotenlinien. 

Eine orthogonale Trajectorie, deren geodätische Krümmung überall 
verschwindet, soll eine geodätische Linie der Curvenschar genannt werden, 
Ist eine solche nicht gerade, so feilen ihre Haaptnormalen mit den 
Tangenten (g, ij, J) zusammen. Falls g- oder ^ verschwindet, sind 

die Curven T, ^ oder T^ = geoi^tische Linien. 

Eine orthogonale Trajectorie, deren Tangenten zugleich Haupt- 
normalen oder Binormalen der Curven j)^Gonst., ^ = Goust. sind, 
soll eine SmipinormalHnie oder BinormaUinie der Curvenschar heissen. 
Verschwindet -5- oder -ö- , so sind die Curven T.^0 oder T, = 

Binormallinien, wenn aber -p— oder ■=— gleich Null, so sind die Cur- 
ven Tg ^ oder T, = Hauptnormallinien. 

Verschwindet t— oder -r— , ao bilden die Tamrenten der Curven 

Tj a» oder T, = längs der Curven p =■ Const, q =■ Const. ab- 
wickelbare Flächen. 

Es erübrigt noch, die Coef!ficienten von (dz)riT, und (dx)r,ri zu 
betrachten. Setzen wir zur Abkürzung: 

{dx)r, r. = ßit (dx)T,- + »« £ , (dir)j-. r, = A, {dx)r,- + ®»i I , 
so besagt die Gleichung /3„ = bei endlichen Werthen von St, und 
Bj-/, dass die Tangenten der Curven 2*1 = senkrecht sind zu den 
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g 6. Hervoratechende Arten orthogonaler Tr^ectorien. 51 

Yerbindungslimen der geodätiscten Krfimmnngsmittelpuakte der Corven 
Tf^O und T,' = 0. Ebenso bedeutet die Gleichung ^i = bei end- 
liclien Werthen von Bj-, and Bt,-, dasa die Tangenten der Gurren 
Tj = senkrecht sind za den Yerbindungdinien der geodätischen 
Krümmungsmittelpuntte der Gurren T^ = und T^' = 0. 

Eine Schar (Ä) orthogonaler Trajectorien soll einer Schar (B) 
ebensolcher adjimgirt heissen, wenn in jedem regu^ren Punkt die Tan- 
gente einer Gurre (A) senkrecht ist zu deijenigen Tangente (g + 8%, 
V + ^'^1 6 + '£}) welche der Tangente (|, ij, g) längs der Gurve (B) be- 
nachbart ist, oder mit anderen Worten, wenn die Tangente der Curve (A) 
die Richtung der SchnittKnie der beiden ^gs der Gurre (B) benach- 
barten Normalebenen der Gnrven p = Const., q = Gonst. besitzt. 

Da nnn: 

so bedeutet die Gleichung &ig^O oder Sj^'^O, dass die Gurren 
T, = oder T, = den Curven i; = oder T, = adjungirt sind. 
Es möge hier noch eine Bemerkung in Betreff der KrOmmungs- 
linien erster Art Platz finden. Eine Schar orthogonaler Trajectorien 
kann auch dadurch festgelegt werden, dass das Verhältniss T, : T^ gleich 
einer Function ron p, q, r gesetzt wird. Für die Normalkrümmung 
der betreffenden Trajectorien folgt dann: 

A ~ r,' + 2 cos ip r, r, + r,> ' 

wo zur Abkürzung: 



gesetzt ist, und die Gleichung der Erümmungslinien erster Art wird: 
V (^^^ - ©„ cos 9>) + (0„ - ©u) ^ii; 

+ (#„ cos y - > (©u + ©„)) T.» = 0. 

Damit die fri^lichen Krümmungslinien von den Gurren T^^O, 7i = 
gebildet werden, muss: 

4 (®i» + ®»i) ~ ©11 cos 9> = 0, 

|(0„+©„)-«S!OO8 9' = O 

sein. Würde hier die Determinante Ö,i — 0^ verschwinden, so hätten 
wir es mit einer isotropen Currenschar zu thun. Somit Lauten die 
Bedingungen; 

C03qp = 0, öis+®ii™0, 
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62 Zweiter Theil. Doppelt unendl. Cnireiuchftr, festgele^ durch eudl.Oleichungen. 

od«r: 

(7) C089-0, f + f_0. 

Die KrÜmmiuigsLimeii erster Art bilden also dasjenige System von 
zwei zu einander senkrecliten Scharen orthogonaler Trajectorien, bei 
dem in jedem Punkt die Summe der Krttmmungen in Bezug auf die 
Normalenflächen (g, tj, £) rerschwindet. 

§ 7. Einfloss der Tertaosohimg nreier naeli einander aasgeffUirter 
Ableltnngen naoh versohledenen Bogenlängen. Die Erfimmongalinien 

erster Art als Oooxdiuatenlinlen. fnndamentalgleiohungen. 

Sowie in den ersten beiden Paragraphen die Differenz (d5)r, t, — 
(d5)r,r, ausgedrückt wurde durch die Ableitungen ((?5)r, und (''2f)n 
und geometrisch anschauliche Orössen, sind jetzt die drei Differenzen 
(^%)T.T,-(ß%)T.T„ (dg)r.r.-(d5)7ir„ (^Skr,-- (dg^r, darzu- 
stellen durch die Ableitungen (d5)r,( ('^5}r,, (<^5}r, und geometrisch 
ansdiauliche Grdasen. Dies ist gleichbedeutend mit der Ermittelung 
der Int^p-abilitÄtebedingnngen einer linearen Form von Tj, T,, T^. 

Wir setzen zur Abkfirzung: 



Dies ergiebt: 

dr \dr)p dr dr ' 3r \dr/,'~ dr ir' 

Andererseits hat man: 

g,-«u('iS)r. + «„(<igk, 5,-'>„(''5)f. + ««('ig)r„ ||->/i;(d5)r.- 
Die Determinante tti,tt„ — "^is'^ii verde gleich D gesetzt. Dann folgt 
zunächst: 

(Ea-F'-Vmi-tp, 

Femer folgt: 

(5,), - («■■), ('*S)n + («..), Wk + «u («.. Cdiv + «« ('ig)'. J 

+ «,1 («II Cffir.r, + «» (^8)1-,.), 

(3.). - («,.), (-igV. + («..), Wk + «., K «i5)r,. + «„ «iSfir, T.) 

+ «..(«.i<<'5)i-,r,+ «jiCiiS)!,-)- 
Hieraus geht ein zweiter Ausdruck der Düferenz (5p) — (3fj) hervor. 
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g 7. EiufliiBB der Vertanschnng zweier Äbleitumgen nach vergeh. Bogenlängen. 53 

Setzt man ihn dem oben gefandeneo Ausdrnck gleich, so ei^ebt sich 
die erste der gesuchten Beziehungen in der Form: 



(2) 



Verfährt man entsprechend mit den Differenzen -^ — \d~) "°*^ 
j-* — (ä~) > ^ ^"^ weiter: 

(3, (äS)r.r.-Cämr.r.- °"~%'^'~^ mr.+ '" 'jyj" — W),-. 

+ il«"(T('°e«..),-^)-'i.(T('°80,-^)l(<iS)r., 

| 3<it„ 8«[„ 3ot„ _ 3«„ 

+ i!«.. (f c-« "^x-^) -«.. (4(1«««..),- -8'?)K''5k. 

Wir fahren für die Coefficienten auf den rechten Seiten von (2), 
(3), (4) Abkürztmgen ein und setzen: 

((■igkr.- (<ISk',-»i.('i5k+ «■.('i5)',+ 'i.C'iS)!-., 

(ö) Wk f. - C-iffir. ., - «,, Wk + 1. (liSk + «,. Wk, 

H'iSkr.-C'i8kr.-<i,(iS5)r,+ ii,(<i5)r.+ «,.(iSk- 
Nimmt man hier an Stelle von ^ der Reihe nach x, y, e und 
vergleicht die entstehenden Beziehungen mit den entsprechenden des 
Systems (6) des Torigen Paragraphen, so eichen sich neue Aasdrücke 
für die Grössen C/,, in geometrisch anschaulicher Form, nämlich; 

'^ii '^ ~ ainq>it^_ + 'B^. ainipJir. "^ ^ ' 
08*^1 cOBy I coB » 1_ 

(6) c.„=cosqc(|jl-^i-)-sin9(^-i-), 

(^,= ~C0tg9.(^--y + ji-, c„_^(^--i-), ^ ±., 

Man könnte nun in (5) ftlr ^ der Reihe nach die neun Bichtung»- 
cosinus 6, {dx)T„ (rf*)?,, «■ s. f. nehmen und wflrde zwölf Differential- 
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gleichnngen zwischen den verschiedenen KrDmmongen erhalten. Allein 
die Verfolgung dieses mühsamen Weges hat wenig Zweck. Einmal 
wird man bei der Wahl krummliniger Goordiuaten den rechtwinkligen 
den Vorzug geben, und dann wird man die EinfOhning der willküi^ 
liehen Functionen (»t,, n^, m,, «,) vermeiden und solche Systeme ortho- 
gonaler Tiajectorien benutzen, welche durch die gegebene Curveoschsr 
allein bestimmt werden. Wir haben zwei derartige Systeme kennen 
gelernt, das der Krümmungslinien erster Art, und das der Haupt- und 
Binormallinien. Das letztere wird aber unbestimmt, MIs die gegebene 
Curvenschar aus lauter geraden Linien besteht. Wir nehmen daher 
die Erflmmnngslinien erster Art zu Coordinatenlinien und führen unter 
dieser Voraussetzung gesonderte Bezeichnungen ein. Statt 2*, oder T, 
werde geschrieben ©, oder ©,. Die erste Schar der frt^lichen Krüm- 
mungslinien (©j = 0) soll die sein, deren Tangenten die ßichtungs- 
cosinus X,, flj, Hl besitzen, während die Tangenten der zweiten Schar 
(@, >= 0) die ßichtnngscosinus Xg, A,, fi^ besitzen. Nehmen wir hier 
noch: 

«,, = «,, ai»=tfj, «M = *a> '*M'=*i> 
so folgt: 

E+ Ft. F,(, F+ Gt, r. 

*' = — n— = ^^^' "» = — f; -i^^n,' 

An die letzte dieser Oleichungeu knüpfen wir folgende Bemerkung. 
(Vergl. Darboui, Lebens sur la theorie generale des surfaces. Bd. U. 
8. 3.) Man betrachte die Tangenten von vier durch den r^^lären 
Punkt {x, y, e) gehenden orthogonalen Trajectorien. Jede der letzteren 
ist Einzelcurve einer Schar, die dadurch bestimmt ist, daaa das Vei^ 
haltniss ~ gleich einer Function von p, q, r gesetzt wird. Die frag- 
lichen vier Functionen sollen mit t,, t,, r,, x^ bezeichnet werden, und 
die entsprechenden Werthe von ^ mit ^^' , =^, ^,-^- DasDoppel- 
verhältniss der in Rede stehenden Tangenten ist: 



Die Gleichung % (p, 5) = Const. bestimmt eine von lauter Curven 
der gegebenen Schar gebildete Fläche. Man lege nun durch eine 
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Siazelcmre der Schar rier derartige Flächen nnd berechne die Ordssen r, 
mit Hülfe ihrer Gleichungen '^y(j>, 3) ^ Cr. Dadurch Trerden die 
Orössen t, Functionen von p und q aUeio, somit auch das betrachtete 
Doppelverhältniss. Dies ist aber gleich dem Doppelverlültnisa der 
Tangentialebenen der vier Flächen in einem Punkt der Gurve, nnd wir 
sehen, daas es sich ^ngs der Giure nicht ändert. 

Wir bezeichnen ferner die Werthe 0— » o-i *d-) »- anter der 
■"r, -"r, '^T, ^T, 
waltenden Annahme , dass die Curren Tj=0, T, ^0 Erümmungs- 

linien erster Art seien, der Reihe nach mit -5-, -5-, tt. tt- Für 

y- werde e gesetzt, sodass nach (7) § 6 7- durch — e ersetzt werden 

muss. An Stelle Ton j— werde fr geschrieben, dann geht nach (4) § 6 

j— io — * über. Endlich sollen die Ableitungen (d(lf)r,, ^^)t„ C''S)r, 

der Reihe nach mit gii^), 9ii%), 9oi%) bezeichnet werden, während 
die zweite Ableitung {d^TaTg ersetzt werde durch gaß{^)- 

Die in den Oleichongen (2), (3), (4) einerseits und (6) anderer- 
seits enthaltenen Bestimmtmgen der Grössen c^, ergeben jetzt, falls: 

genommen wird, die Beziehungen: 



(8) 






■^' 



<\o— — =-5 -']^"=2s, 



■ » — s, 
<i.-|(''.(|(l»8»»)'-fe)-'.(T('°8°»).-^)) — ^. 

, »■». !■■■)-«■ ?.(".) .' 

>-ll«.(|a«g«»).-^)— .{|aog<^),-^)|— ^• 
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Wir ziehen ans der fOnften uod siebenten dieser Oleicliungen eine 
wichtige Folgerung. Nach (7) ist: 

folglich hat man: 

Verachwindet also & — e, so ist sowohl -*- wie -^ von r unabhängig. 
Die Gleichnngeu (2), (3) and (4) nehmen jetzt die Gestalt an: 

(i7„(5) -»..(5) - ^?.(5) - ^s.(g) + 2ej.(S), 
(8) fa(S)-i>.,(g)--^ff.(80 + (»-«)a(g)-^j.(S), 
[fc(S) -s«(g) - (« -»)ii,(3) + ^s,m - ^ft(S)- 

Aus den ßleichangen (6) § 6 folgt: 

( -i». - (^ + i) ®. + (- 5. + 'i)s.+ (»«. - -jr) T., 

ao)L«._(-i-.E)s.+ (5; + i)®.+ {-»«.-^)r., 

Die Anwendung der Gleichungen (9) anf die Darstellungen (10) liefert 
die Differentialgleichungen: 

'"+S.(-p-)-n+4-. + j' 



+* I f — » 



* (i) + 5. (») - ^ (i; - i) + ^ - -«7^, 
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Diese Gleichungen spielen in der Theorie der CujTenscharen die- 
selbe Bolle, wie die sogenannten Fnndamentalgleichungen in der 
Flächentheorie. 

Stellt man, wie es im § 4 angegeben wurde, die betrachtete 
Gurrenschor mit Hfllfe einer neuen Veränderlichen fj und zweier neuer 
Parameter p^ und qj^ dar, bo sind die mit den neuen Ünablüngigen 
gebildeten Ableitungen ^i(t$), £fj($), <7o(t^) gleich den entsprechenden 
mit den alten unabhängigen gebildeten Ableitungen. Wir dflrfen daher 
diese Ableitungen invaric^>ele OperatümeH nennen. Ebenso ändern die 
Grössen -^, -g-, -p-, y, e und fr ihre Werthe nicht, felis sie mit 
Hülfe der neuen Unabl^gigen berechnet werden. Aus diesem Grunde 
belegen wir die fraglichen Grössen, ebenso 
meinsamen Namen geometrische Invarianlen. 



belegen wir die fraglichen Grössen, ebenso -r- und -^j mit dem ge- 



§ 8. Strahlensysteme. Soliar ebener Oorven. Orthogonale 

Trajeotorien einer fläohensohar, die einem dreifach orthogonalen 

Fl&ohenaystem angehSrt. 

Nach Beendigni^ der noth wendigen theoretischen Erörterungen 

wenden wir uns zu praktischen Fr^^n, die sich zunächst auf die 

Cnrren der gegebenen Schar beziehen sollen. Wfum sind sie gerade 

Linien? Wann gekrümmte, ebene Linien? 

Für die Ricbtungscosinus der Haupt- und Binormalen der fttg- 
lichen Curven fanden wir die Ausdrücke § 6 (5): 

wo e den Halbmesser der ersten Krümmung bedeutet. Setzen wir 
ein- für allemal fest, dass die Vorzeichen der Cosinus x^, *g u. s. f. 
80 gewählt werden, dass: 

so folgt jefast: 

(1) «.-»(i+-i,. 

Die Gurren der Schar sind also gerade Linien, wenn sowohl -p- wie -^ 
verschwindet. Nach (8) § 7 hat mau dann: 
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Es genügt also die Keantnies der drei Grössen a^, Oj,, a„, um 
zu entscheiden, ob mau es mit einem Strahlensystem zu thoii hat, 
oder nicht. 

Für die zweite Krümmung erhalten wir nach der zweiten Frenet- 
scheo Foi-mel die Gleichung: 

d. h. 

(3) J,__» + j,„(a„lg^). 

Wir haben es also mit einer Schar ebener, gekrümmter Linien zu 
thun, wenn Pj und P, im Allgemeinen endliche Werthe besitzen, und 

(4) »=5o(arctg^) 
ist. 

Wann ist die betrachtete Curvenschar eine Normalschar? 
Nach (1) § 7 hat man: 

(5) X^_L_ = *. 

Folglich wird e ^ nach (4a) § 4 die gesuchte Bedingung. 

Besteht die Gleichung (4), so sind die Ebenen der Eiuzelcurven 
der Schar zugleich Berührongsebenen einer Fläche, deren Goordinaten 
x,,, ^0, Zg von p und q abhängen. Setzt man hier: 

^.=2(11)'. <^.-2m'' ^'=2'^% 

und versteht unter u und v Functionen von p, q, r, so lassen sich die 
Goordinaten der Gurrenschar in die Form bringen: 



Der Ausdruck f — f hangt jetzt ausser too m und v nur von 
Ea, Fa, Go ab. 

Man halte nun u und v fest, während man an Stelle der Fläche 
(x^, y^, «o) eine ihrer Biegungsflächen ins Auge fasst. Hierdurch wird 
jeder Gurve p = Const., q = Gonst, der ersten Schar eine solche der 
zweiten Schar zugeordnet, wobei die zugeordnete nur der Lage, nicht 
der Form nach von der ursprünglichen verschieden ist, und die Grösse 
/ — f sich gleich bleibt. Ist die Curvenschar eine Notmalschar, so 



DigilizedbyGoOglC 



§ 8. Orthog. Traject. e. Fl&ciieiischiu:, die einem dreif. ortbog. FlächeuB. angehSrt. 59 

geht ihr also diese Eigenschaft nicht verloren, wenn die Anordnung 
ihrer Einzelcurven durch eine Biegung der Fläche {x^, y^, e^ g^ndert 
wird. Diesen Satz hat Bribaucour auf anderem Wege gefunden. 
(Journal de Mathem. T. VH. 1891. S. 251.) 

Kehren wir nach dieser Abschweifitng zur Gleichung (5) zurück 1 

Da B ^-r-, 80 bilden ftlr « = die Corventangenten (|, ij, 6) ^gs 

„ ®' . . 
der Krflnunungslinien erster Art abwickelbare Flächen. Somit sind 

die Erümmungalinien erster Art der Curvenschar zugleich die ErOm- 
mungslinien der Flächenschar, deren orthogonale Trajectorien die Curven- 
schar bilden. 

Damit die fragliche Flächenschar einem dreifach orthogonalen 
F^hensystem angehört, müssen die Tangenten der Krümmnngslinien 
nach dem Dupin'schen Satz ^ngs jeder Cnrve j> ~= Const., q ^ Gonst. 
abwickelbare Flächen bilden. Hierzu ist die eine weitere Bedingung 
* ^ erforderlich. Es soll nun gezeigt werden, dass die beiden Be- 
dingungen e = 0, # ^ auch hinreichend sind. Verschwindet b, so 
besitzt nach § 3 die DifFerantialform T^ einen integrirenden Factor, 
und man kann setzen: 

Nach einer im vorigen Paragraphen gemachten Bemerknng sind 
die Quotienten — und — , falls e — fr = 0, von r nnabhängig, und 
die DifTerentialformen — und — ' besitzen somit int^frirende Factoren, 
die nur von p und q abhängen. Es bestehen also Gleichungen von 
der Form: 

©j = Idu, ©,•-■ mdv. 

Das Quadrat des Linienelements im Räume hat allgemein den Ausdruck: 

ds' =dx'+ dy* + du» = ©1» + S,» + To'- 
Wir erhalten daher im Fall e ™ * = 0: 

ds*= ldu*-\- mdv*-\r ndw*. 
Die Flächenscharen u = Const, v =^ Const., w ^ Gonst. bilden also 
ein dreifach orthogonales System, und die gegebene Curvenschar besteht 
aus den Schnittlinien der Flächen u = Const, v = Const. 

Der allgemeine Ausdruck für das Quadrat des Linienelements in 
den Differentialen dp, dq, dr sei: 
a,j(ij>*+ 2aifdpdq -f- a„dq*-\- Sa^^dpdr + 2a^dqdr + «ssd»"*- 
Um festzustellen, ob e verschwindet oder nidit, hat man^ nur die 
Eenntniss der Coefficienten o,,, %, a„ nöthig. Wir werden jetzt 
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zeigen, dass die Eenntniss der ^mmtlichen CoefiQcienten a^, gentigt, 
um zn entscheiden, ob bei £ = auch & Terecliwmdet oder nicht. Zn 
diesem Zweck leiten wir einen neuen Ausdruck fOr 9 her unter der 
Voraussetzung * ^ 0, 

Das System (10) des vorigen Paragraphen ei^ebt: 

so dass: 

Zur Umfonnung dieser Gleicliimg benutzen wir die Ausdrücke: 

_i, + »,'i », + »,'■ 

*!-- f; ' **"" F, 

und nehmen zueilt an, da^ ti und ^ endliche Werthe haben. Dann 
findet sich: 

,^s\2'^S,M-2''iSo(',)—-f^^{(h—',)(^'',9,('=,)—2''<Si>(.^r)) 
I +y».(',-« + G((,ff.(V-<,j.(«)|. 

Nach (3) § 4 Ut: 

2«fSo(*.) — 2*.9o fe) — r - /■- 

Die links stehende Summe Terschwindet also mit s. Die Grössen 
^ und t^ sind die Wurzeln der Gleichung (7) § 4: 

(7) (ii-i,,(e)-(fj.(Ji5)C+(£».(0)-Ojo(B)*+£j.(«-J'!;.(£)-0, 

somit ist: 

(Jp»«?)- (?(,„(«)<■+ (Ei7„(e)- Gg^(E))t + Eg^iF) -Fg^(E) 
+ sM ! 2((J'j.(e) - ag,(,F}) + Eg,{a) - ffj.(«)) - 0. 
Wir schreiben diese Gleichung zur AbkOtzung in der Form: 

Ersetzt man in 3f die Grösse ? durch ihren der Gleichung (7) ent- 
nommenen Ausdruck, so folgt: 



M—- 



A (<?f + F) 



S,m 9.m ».(O) ■ 

fcW »«m fc(G)l 

Jf -(Fg.ia) - Sj,(«) (2< - i, - «. 
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Man hat also: 

,.•. A ^J} + ^ r*\ ^ Ott + F 

S<'W—(^Fg,lG)~Gg^iF,r~t,-t, ' ^'>^^' ~ (Fg,iG)-Og,lF,y (,-(, ' 

und erhält bei c = an Stelle von (6): 

A (Eg - F^ 



» = -T 



" F, F. (Fg, (ffi - Gg^ IF»' (t, — t.) 
Wenn Fga(G) — Gg„(F) verschwindet, ist eine Wurael von (7) z. B. 
(, unendlich gross. Da jetzt: 

80 kommt: 

x^ Gx^ — Fx^ 

Hier zeigt sich, doss bei e = anch die Differenz 

verschwindet, und damit ■d-. Die Determinante A wird zu: 

^ {Gg^iE) - Eg^{G)) {Gg^i.F} - Fg„,m, 

verschwindet also ebenfalls. Folglich ist die Gleichung A ^ die 
nothwendige und hinreichende Bedingung des Verschwindene von #, 
falls e >=i 0. Dies ftlhrt darauf, den Werth von A im allgemeinen Fall 
zu ermitteln. 

Man hat: 

£ = ff,» + ff,% F= ff,tf, + ffjff., G = o*-\- a*. 

Aus dem System (8) § 7 folgt: 

ffo(ffi) = - ^ - «sC^i - *), 9o{<i,) = - ^ - ff4(* - *), 

ffo(ff») = — § + tfi(« - *), ?o(0 - — ^ + «i(« - *)■ 
Daher ist: 

S.(£) 2(|- + i:), s^iF) 2(lf + ^), 

J'ft(o)- »«.OT -So«.«. (^-^), 

Ol,,(i;) - E». (G) -- 2.(., .. + .,.,) (A - i), 



*-*»*(i-s;)"(»— )■ 



r 

Verschwindet also A, so ist £ gleich &. 
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Ferner hat man: 







E 


F 


O 




^ 


dE 


dF 


dG 


A = 


(i^)' 


Tf 


dr 


dr 






S'E 


S'f 


c'G 






l^r 


8? 


«H 




7r=r 


s. 


iSa 


ß = 



Hiermit ist der Zusommenhaog der Determinante A mit den GoefS- 
cienten des Quadrats des Linienelements klai^legt. 

Denken wir uns die Bedingungen g = ^ = erfüllt und setzen 
wie oben: 

©1= Zrftt, ©,= »MÄf, To-" »dw, 
so ist far eine beliebige Function % von p, q, r: 

..(S)-=f||, ..(5) = if, ..(8)-||i- 

Die Differentialgleichungen (11) § 7 sind dann gleichbedeutend 
mit den von Lam^ in den Le^one aur les coordonn^ curriligneB et 
leurs diverses applications S. 80, 81 unter (14) nnd (15) aufgestellten 
Differentialgleichungen. Die Grössen A^, hg, JIj, iJ^, P,, P^ werden 
von Lam^ der Keihe nach mit r', r" , r^', r,", rj, r^ bezeichnet 

§ 9. OyoÜBohe OarrenfioIiaTen. 
Eine Cnrvenscbar, die aus lauter Kreisen zusammengesetzt ist, 
nennt man nach dem Vorgänge Ribaucour'a eine cyclische. (Vei^l. 
Ribancour, Gomptes rendus Tome 76. S. 478, 830, sowie die Dar- 
stellung in Bianchi's Lezioni dl geometria differenziale nnd Darbouz's 
Le^ODS Bd. II.) 

Der wichtigste von Ribancour in Betreff dieser Curvenscharen 
aufgestellte Satz besagt, dass, wenn eine solche aus den orthogonalen 
Trajectorien einer Flächenschar besteht, letztere einem dreifach ortho- 
gonalen Flächensystem angehört Ich werde von diesem Satze zwei 
Beweise folgen lassen, von denen der erste, schon veröffentlichte (Mathem. 
Annalen Bd. 44. S. 456), von einer bestimmten Form der analytischen 
Darstellung der Gurvenschar anseht, der zweite die im § 7 entwickelten 
Beziehungen (11) benutzt. 

Wir können eine doppelt unendliche Exeisschar durch die Olei- 
i: 
a; = «0 -|- i? (a, cos »- -f- j3t sin r), 
y = Po + -ß («^ C03 »■ + J's sin r), 
» ^ «0 -j- ü (ttj cos r + ft sin r). 
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Hier sind x^, y^, e^ — ^^ Coordinaten der toq den Mittelpunkten der 

Kreise beschriebeEen Fläebe — sowie ü; «i, o^, «j; /?,, ß^, /Sj Functionen 

von p und q allein; o,, o,, ce, sowie ß^, ß^, ß^ sind die Bichtungscosinns 

zweier za einander senkrechter Oeraden, mit yi, y^, y^ bezeichnen 

wir die HichtungscoslDUS der zu ihnen senkrechten Geraden. Setzt man: 

SS , . 'V fl 9a^ I ^ dx. 

%=ä7+smr^Ag5 + cosr^«,^, 

«,.= g^ + sm r^ ft -^ + cosr^ «. f^, 

*=!« =2^' ^ + -ß «°« »■2»'> Ip- + ^ ^ "2^^ Ip ' 

so wird 

Äp = (a, cos r + j3i sin r)c,i + )'i<^ai a;, ■= («, cos r + /3i sin r) t^, + Yi^^nr 

Sf = i ((«1 C08 r + /J, sin »*) ^ + ^i ^) . 

?j -= i {(«1 cos r + A sin r) ^ + y, ^) • 

Damit die Kreise der Schar die orthogonalen Trajectorien einer 
Flachenschar sind, muss f — f verschwinden, d. h. 

Diese Bedingung nimmt, wie die Ausrechnung zeigt, die Gestalt an: 

^ + B cos r + Csin r = 0, 
wo A, B, C von r unabhängig sind. Sie kann daher nur dann identisch 
erfaUt sein, wenn ^ = B=C = Od. h. 

Der ersten dieser äleichnngen kann man aach die Form geben: 
ca-v 3'Cn 3<ii 1 9*^1 Scii 3'Cii 3e,i 3'C)i 9",, _ „ 
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Es muss mm gezeigt werden, daee die Determinante 
E F G 
3E dF dG 
CT dr dr 

8'JS d'F d'O 
ar' ar» Sr' 
verschviodet Man hat unter BerUcksiditigaug von (1):. 

SE a ^0,1 , o Sc,, SF „/ Sc,, , Sc,,\ 

8r — ''l'ii 8, +«!! 8,;- 
In Folge dessen Trird: 

WO c ^ c,g (^1 — Cj, (^ gesetzt ist. 

Ersetzt man iu J die zweite Ableitung y-j durch 

^1*^1 Sr' T^*« 0r' ^ 0r ^r ^^ gr Sr ^ 
SO beben sieb in J alle Qlieder fort, die nur erste Ableitungen der 
Etrössen Caß enthalten, und es wird: 

g'C i, de,, g'c,, Bc„ , g'e,, dc,t 






^)1- 



l \ gr' Sr dr* dr ' Sr* dr ' dr* 

Aber die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet in Folge von 

(1) und (3). 

Um einen zweiten Beweis des in Rede stehenden Satzes zu leisten, 
gehen wir aus von der Bemerkung, dsss die erste Kj-ümmung der 
Gurren einer cyclischen Schar von r unabl^ngig ist und ihre zweite 
Krümmung verschwindet. Dies drückt sich in Folge der Qleichongen 

(2) und (3) § 8 so aus: i 

(4) ^ g^{l^, ^ = ^^(2.). 
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Mao neiuue nun in der zweiten Gleicliang des Systems (9) § 7 
für F die Grösse -p, in der dritten für F die Grosse -p- und betrachte 
£ als Null. Dann folgt unter Berücksiclitigang von (4): 

"» (t) -TJ' (») - »ft {^) - i a (i) - » {". ii) + p^ ■ 

Sabtrahirt man die zweite dieser Qleiclmngen von der eraten, so wird: 
-»(4. + 4,)-0. 



(6) 



Zur Yereinfaehnng dieser Beziehung benntzen wir das System (11) § 7, 
Da erhält man aus der vierten and neunten Gleichung: 

5.0 (-i;) - ?» (ir) = — fr ( j^ + jT^) — ^ 5o (^) + :^ i7o {^) ; 
aus der siebenten und achten: 

+ M5 \5 ~ i\ ) + * b;' + p7' + Jv5 + :^^) ' 
aus der vierten und nennten: 

In Folge dessen ist die Besiehung (5) gleichbedeutend mit der 
folgenden: 

d. h. aber: es verschwindet #, wenn e gleich Null ist. 

Wir beweisen femer den Satz: Besteht eine doppelt anendliche 
Schar von Kreisen mit dem constanten Badins — aus den orthogonalen 
Trajectorien einer F^henscbar, so besitzen die Individuen der letzteren 
das constante Krflnunangsmass — <?. 

Es gilt hier ausser der Yoraussetzong e ^ O = noch die An- 
nahme: 

T. Llllanthkl, Cim«iii(ih*niL 6 
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66 Zweiter Theil. Doppelt unendl. Currenachar, festgelegt dnrcli endl. Qleicliuiigea. 
Bodaaa: 

Ana der dritten and yierten Gleichung in (11) § 7 folgt dann: 
tind aus der sechsten und letzten Gleicbtmg daselbst folgt: 
Ferner hat man nach (11) § 7: 

Die dritte flleiohnng in (9) § 7 wird f»r g — J- zu: 






WP, P, 

Bildet man die zweite Gleichung in (9) § 7 filr 5 ^ ^, so er- 
kennt man entsprechend, dass: 

1 c^ 

Die beiden Grössen -^ und -p- können aber nicht gleichzeitig ver- 
schwinden, oline dass die Kreise in gerade Linien ausarten. Wir er- 
halten daher gemäss der Behauptung: 

Mit einer cyclischen Currenschar ist zugleich ein Strahlensystem 
gegeben. Man erhält es, wenn man durch die Mittelpunkte der Kreise 
Senkrechte zu ihren Ebenen legt. Die Mittelpunkte büden eine Fläche 
mit den Coordinaten: 

_ , (P.K, + P.x,)P,P, _ 1 (P,i, + P.i,)P,P, 



B^ = Z + 
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9 10. Schar ortho^. Tnjectorien, bezogen anf die ErOmmiuigslimen enter Art. 67 

and die Normalen der Ebenen der Kreise besitzen die Bichtungs- 
coainus: 

yp^'+p^'' ' yp,' + Pt^' yp.' + i',' 

Wir werden hierauf im § 12 znrQckkoiDmen. 

§ 10. Schar orthogonaler Trajeotorieii, besogen auf die Erümmunga- 
linien erster Art NoTmalkrüuunung. Oeodätisohe Erümmong. 

Man erhält eine Schar orthogonaler Trajectorieu der Gtirveu 
p ^= Const., q = Consi dadurch, daas man p, q, r durch solche Func- 
tionen einer Yeräuderlichen t und zweier Parameter a, h darstellt, 
welche der Differentialgleichung: 

genügen. Längs einer derartigen Trajectorie hat man einerseits: 

andererseits: 
so dasBi 

Setzen wir: 

■^ Sa: -^ a« 



y^Sf)" vm^' 



so sind Oj und a^ die Cosinus der Winkel, welche die Tangente der 
dorch den Punkt (ji, q, r) gehenden Trajectorie mit des Tangenten 
der Erdmmungshnien erster Art bildet. 

Denkt man sich umgekehrt «j und o, als Functionen von p, q 
und r gegeben und sucht die entsprechende Schar orthogonaler Tra- 
jectorien zu bestimmen, so berücksichtige man, dass: 

«j gf + «» ll = A (% % + »'s «j) , 
wo k einen Proportionalitätsfactor bedeutet. Hieraus folgt: 

"i^ + '^s'ST "=!*' "»äf +"*!(" '^^' 
d. b. 
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68 Zweiter Theü. Doppelt noendl. CurreiiBch&r, festliegt durch eadl. Qleicbnngen, 

Man erhält alao die endlidtien äleichungen der Trajectorienscliar durch 
Integration des simoltsnen Systems: 

Mit einer Schsr orthogonaler Trajectorien ist zugleich die Schar 
derjeuigeo orthogonalen Trajectorien g^eben, welche die ersteren senk- 
recht schneiden. 

Setzen wir: 

r, = «,©1 + «,©», i; = — a,©, + fl,@j, 

so wird die erst& Schar durch die Differentialgleichung T^ = 0, die 
zweite durch die Differentialgleichung Tj «> festgelegt. Für eine be- 
liebige Function ^ von p, q, r bestehen jetzt die Beziehungen: 

(dg),, = „,(,, (g) + „,,, (5), (jg),. .,?, (S) + «.ft (55), 



Wk-«.(^-...)-».(.«i + ^). 

Für die Normalkrömmung der betrachteten Scharen erhalten wir: 



2"«)' 


(<i*)r,- 


^ 


n" 


-2'(''ö' 


(äi),.- 




+'i 


"'. ^ V. 


=t+ 


\' 





Diese Beziehungen sagen für Curvenscharen dasselbe aus, was in 
der Flächentheorie der Euler'sche Satz über den Krümmungsradius 
eines N^ormalschnitts, und der Satz über die Summe der Erümmongen 
zweier zu einander senkrechter Normalschnitte bedeutet. 

Die Gleichung einer Schar ron Asjmptotenlinien wird: 

Die Asymptotenlinien bilden daher im Allgemeinen zwei getrennte 
Scharen. Dieselben sind imagimlr, falls -r-^ positiv. Sie EoUen in 
eine Schar zusammen, wenn t- oder -j- verschwindet. Nehmen wir -j- 
als verschwindend an, so wird nach der ersten Gleichung in (11) § 7: 
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§ 10. Scbar arthog. Trajectorien, bezogen auf die ErOmmungalmien erster Art. 69 

Aber B^ ist der Halbmesser der ersten Erünunung der Asymptoten- 
linien, die hier mit der ersten 3ctar der ExQmmaDgsliiiieii erster Art 
znsammenfalleiL. Wir baben es also mit geraden Asymptotenliaien zu 
thun, falls: 

In einer Normalschar sind daher znsammenfallende Asymptotenlinien 
stete gerade. 

Ist T—r- kleiner als Kuli, also v~ positiv, -r- n^nttiv, so bilden 
die Asymptotenlinien zwei reelle Scharen. Die Richtungscosinus der 
Tangenten der einen sind: 

^V\ + r^V^^, U.S f 
die der anderen: 

».y^-»,y=^ u s f. 
A-^ ' ■ ■ ■ 

Hieraus geht hervor, dass die Krümmungslinien erster Art die von 
den Asymptotenlinien gebildeten Winkel hslbiren. Diese Winkel sind 
rechte, wenn Ä, + Ä, = 0. 

Für die geodätische Krümmung der betrachteten Scharen er- 
halten wir: 

- ^ -'^(ß')r. (<i«>.r. «, (rf«,)r, + «, (ä«,k +_2'«i (•><)'. ■ 

Aber: 

and: 

2'»- (''«.)'.■ — t+t' 

somit: 

und entsprechend: 

^_ S,(«i)-?.(«.) + X + lt' 

Die Gleichung: 

a(«i)-!7.(«,)~^ + J-o 
ist folglich die Differentialgleichung der geodätischen Linien der Cur- 
venschar, während: 

51 («i) + ff»{0~^ — ^ = ^ 

die Differentialgleichung derjenigen orthogonalen Trajectorien ist, deren 
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70 Zweiter Theil. Doppelt onendl. Chureiuchar, festgelegt durch eadl. Gleicfanngen. 

senkrechte Durchdringungscurren, sofern sie gleichzeitig solche der 
g^ebenen Ciurenechar sind, bub geo<^tischeii Linien dieser Schar 
bestehen. 

Wir schliessen hieran einige Bemerkungen. Sollen die Gurren 
T^='0, Tj ^ gleichzeitig geodätische Linien sein, so hat man: 

^ = »i (arctg ^) , -^ ft (arctg ^) , 

und damit: 

". iw) + ». (^) - *■ (•"'8 5) ~ '» (""'» 5) ■ 

Berücksichtigt man nun die erste Gleichung in (9) § 7, sowie die 
fttnfte in (11) daselbst, so folgt: 

^-i--2.(j.(«.lg5)-»). 

Yerschrnndet e, so muss die Cnrreuschar eine besondere sein, 
damit sie zwei Systeme zu einander senkrechter, orthogonaler Tra- 
jectorien besitze, die aus geodätischen Linien bestehen. Ist b von Niül 
verschieden, so kommt ihr die fr^liche Eigenachaßi nur dann zu, wenn 
die Bifferentialform: 

ein Tollständiges Differential ist. 

Nach § 8 (1) ist für die Schar der Hauptnormallinien: 

*^ = ;^. '% = -p- 
und nach § 8 (3) wird die zweite Krümmung der Gurren p = Gonst., 
q ^ Gonst. durch die Gleichung bestimmt: 



7 * + </o (arctg ^) ■ 



Wenn also sowohl die Haupt- wie die Binormallinien geoi^tische Linien 
sind, hat man: 

-^-'4-0. 

Betrachten wir nun die Krümmung der Curven T, = 0, T^ = 
in Bezug auf die Normalenfläche (§, ij, 0. Man erhält: 

i-2;(<i«kwk-^^(i-i)+., 
i- -2'(''')'. ("'i)'.- «.«. (^ - k) - '■ 

Die Gurren 3*^=0 sind Krümmungslinien zweiter Art, falls: 
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§ 10. Schar orthog. Tr^jectorieD, bezogen &nf die ErOminDiigBliiueQ erster Art. 71 
oder: 



«1 =t±|/t — M ly 

Nach (16) § 4 folgt weiter: 



^'„l + Lh Si. 

Sind die Grössen — und ~ reell ond verschieden, so bilden die 
Pi Pi ' 

KrammnugsUnien zweiter Art zwei getrennte Scharen. Die Kichtungs- 
cosinuä der Tangenten der einen Schar sind: 




Die hier in den Zählern auftretenden Wurzeln sind ao zu bestimmen. 



Für den von den fraglichen Tangenten gebildeten Winkel 9 er- 
giebt sich: 

J i_ 

cos 9 3= -, sin 9 := -Y ^■ 

Die Erümmungslinien zweiter Art besitzen dieselben Winkelhalbirungs- 
linien, wie die KrOmmungslinien erster Art und sind nur dann zn 
einander senkrecht, wenn e vermhwinäet. 

Die Krümmung der einen Schar von Asymptotenlini^n in Bezug 
auf die Nonualenfläche (g, ij, £) wird: 



y=^; 



und die ddr anderen: 



\lh~ 
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72 Zweiter Theit. Doppelt noendl. CnrveuBchar, featgelc^ durch endL Qleichtmgen. 

Da die fn^licLe Krümmung bei nicht ebenen Äsymptotenlinien 
gleich der zweiten Krümmung dieser Linien ist, so folgt für e ^ 
der £nneper'Bche Satz, nach welchem das Quadrat der zweiten Krüm- 
mung einer Äsymptotenlinie auf einer Fläche gleich dem absoluten 
Werth des Gauss 'sehen Erflnunungsmasses der FUiche ist. (Göttinger 
Nachrichten vom Jahre 1870. S. 499.) 

Wir betrachten endlich noch die der Currenschar T, ^ adjun- 
girte Currenscb&r. Die Richtangscosinus ihrer Tangenten setzen wir 
in die Form: 

«iA + «»A, ^A + ^A, ftA + MiÄ- 
Zur Bestimmung von jS^, ß^ dient nach § 6 die Gleichung: 

aus welcher folgt: 

Man fasse nun einen regu^ren Punkt P der Currenschar ins Auge. 
Dann wird durch die letzte Gleichung jeder durch P gehenden Tan- 
gente («,, 0^) eine durch P gehende Tangente (ft, ß^) zugeordnet, 
welche ihre a^tmgirie heisse. Diese Zuordnung ist projectiv. Den 
sämintlicheu Tangenten (a^, c^) wird nur eine einzige Tangente (ß^, /S,) 
zugeordnet, Mls 

d. h. falls die zu Grunde gelegte Currenschar eine besondere ist. 

Die sich selbst entsprechenden Elemente der Projectirität werden 
durch die Gleichung bestimmt: 

d. h. sie fallen mit den Tangenten der durch P gehenden Äsymptoten- 
linien zusammen. 

Die Projectivität ist eine Involution, wenn £ verschwindet. Hier 
ist der Begriff „adjungirte Tangente" gleichbedeutend mit dem Begriff 
„conjugirte Tangente" in der Flächentheorie. 

Die der Tangente (^,, j3,) adjungirte Tangente wollen wir die 
zweite adjungirte der Tangente («j, o,) nennen, die der zweiten adjun- 
girte sei die dritte adjungirte der Tangente («i, a^ u. s. f. Die Be- 
dingung dafür, dass die ft" adjungirte mit der Tangente (a,, «,) zu- 
sammenföllt, ist: 
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§ 11. CnrreiuchaT, die aof eine zveite bezogen ist. 73 

(VergL Serret, Handbuch der hölieren Algebra. Zweite Auäage. 
2. Bd. S. 303.) 

VoD der Betrachtung der in Rede stehenden Projectivität ist Herr 
Ä, Voss in seinen Arbeiten aber- Gurrenscluuren ao^gangen. (Mathem. 
Annalen Bd. 16. S. 556 und Bd. 23. S. 45.) 

Wir schliessen diesen Paragraphen mit den leicht zu beweisenden 
Oleichungen : 

Sr; -2 W'. ('''>.-% + %. 



§ 11. * OnTTenBchar, die auf «ine sveite besogen Ist. Ort der 
geod&tlBOhen it hj mmn n g»m 1 hj>i pii nh-tfl der KrümmiingaUnien eines 
StrahlensTsteins. 
Wir nennen eine Gurvenschar (C) auf eine Curvenachar (C) be- 
eogen , wenn jedem Punkt {x, y, e) der letzteren ein Punkt (x', y' , e') 
der ersteren, und jeder Tangente (g, ?j, g) der letzteren eine Tangente 
(l't v' t t') *l^f ersteren zugeordnet ist. Dies spricht sich in den Glei- 
chungen aus: 

Hier sind a,, a^, Oq beliebig zu wählende Functionen von p, q, r\ 
0^,0^,0^ ebensolche, die der Beziehung: 

genfigen. Die fOr die Gurvenschar (C) geltenden Grössen x,, Xj, Bj, B^ 
a. s. f. kennzeichnen wir durch einen oben angesetzten Strich. Die 
Aufgabe, diese Grössen mit Hfilfe der entsprechenden, ffir die Schar (C) 
geltenden Grössen zu berechnen, kann auf Grund der in den §§ 6 und 7 
gegebenen Entwicklungen vollständig gelöst werden. Sie bezeichnet 
in der Theorie der Gurvenscharen das Analogen dessen, was Kibaucour 
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74 Zweiter TheÜ. Doppelt nnendl. CuireiiBchar, fealf^egt durch endl. Qleicfaimgen. 

ia der Flädtentheorie ^^m^trie autoor de la surface de r^förence" 
genannt hat. (Joomal de Hath&natiqaee. T. VU. 1891.) 

Wir wollen das im Allgemeinen recht umständliche Verfahren an 
zwei Beispielen erläutern und wählen als erstes den Fall, in dem die 
Schar (C) aas orthogonalen Trajectorien der Schar (C) besteht. Man 
hat hier a,^ a^^ a^^^ Oq'^O zn setzen, so dass onter Beibehaltung 
der Bezeichnungen dee Torigen Paragraphen: 

Da hier; 

_2'(<i»:),.<-_2'(''»k«.'-0. 
SO hat man bei Hinzunahme eines vorläufig »och unbekannten Winkels ß: 

«i' = 5 *08 /J + (da:)n sin ß, x^' ^ — 6 sin /S + (.^^)Tt cos ß. 
Ffir das Differential dx gelten die beiden Darstellungen: 

(,!»),, T, + (dx),, T, + iT,-^' S,- + «,- @; + (dx)r, T,'. 
Man erhält also: 

©,' = sin ^ T, + cos (3 To, ©/ = cos ßT,— aaß T^, T^' = T, . 
Daher ergiebt sidi für eine beliebige Function %: 

("iSk - ».' (SD. (^S)'. - 5,' (5) »» C + s,' (S) «o« ß, 
raV. - ft' (S) «o» ^ - ft (i5) »■» ^• 

Wenden wir dies auf ^' = (dx)i; an, ao folgt: 
(dx)j. £ IC,' X,' 






(■<■!),, ! 



■ (— j^ + «'«>') «OS |S + (i't\+ —^ sin f, 



i*,' B,^ ~ fcj,, ' P,' Br, *i-, ' 

Bin 8 , Bin (J , cos ß cos (i . ■ « COB (I Bin (i 

COB fl , , . . Bin 6 coB sin , , . coa S , sin S 

Diese Gleichungen bestimmen die sechs Grössen P,', Pj', hi , h^' 
e' und ^. Wir heben im Besonderen die Beziehungen hervor: 
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§ 11. CorTBiiBcliar, die auf eine zweite bezogen ist. 75 

Die Currenschar 21 = ist also eine Normolsctiar, wenn -=— + -j^ => 0. 

Ihre ErfloimiuigaUiiieii erster Art sind die Gurren p = Const., q ^ Const. 
und die Gurren T, = 0, wenn: 



Betrachtet man an Stella der Schar T( = die Orthogonalschar T^^Q, 
so iat aberail T, mit Tg, T, mit T, zu vertauschen, sodass: 






Falls beide Scharen Tj >= und T, ^ Normalscharen sind, hat man 
" in Folge von (4) § 6: 

f + f-o. 

Dies zeigt nach (7) § 6, dass man es mit den KrümmungsUnieu erster 
Art zu thnn hat. Umgekehrt sind die beiden Scharen der Erümmungs- 
linien erster Art immer gleichzeitig Normalscharen oder nicht; denn 
fOr die eine Schar hat man: 

2c' = — 6 + *, 

fOr die andere: 

2s'=E~». 

Bilden die Gurven 7, ^ eine Normalschar, so fiberzeugt mau 
sich leicht Ton dem Yorhandensein eines int^;rirenden Factors der 
Differentialfonn T,. Nach (6) § 7 wird i^mlich 2s' = — t^, und 
nach (4) § 7 kommt das Verschwinden von c^^ auf die Gleichung 
hinaus: 

Diese stellt aber die Bedingung dar fUr das Vorhandensein eines in- 
tegrirenden Factors der Differentialform: 

r, = aiid^ + a„dg. 
Es bleiben noch die Grössen 7^', i^' und #' zn bestimmen fibrig. 
Man hat: 

Nun ist: 

9i (5) = coa ß id%)T, + sin /J (d5)r., 
ffi' (5) = — sin ^ (dg)r. + cos jj (dg)r„ 
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76 Zweiter Tbeil. Doppelt unendl. CnrveuBclukr, festgelegt durch eudl. Gleichungen. 

daher ergebt sIcIl: 

^ - cos /) (i + W>.) - »in ß(i^- Wk) , 
^-,mß(ß-^ + WK) + cos (i (i - (<i/)>.) , 

*'-^ + (''«'.■ 
In Betreff der obigen Bedingang: 

«is5t.C«ii) — «uÄ («1») = 
sei noch Folgendes bemerkt. Da: 

Ti = «,©,+ «,©„ 
so wird: 

«11= «^»i + «J<^», '^!= «^«i + «iff*, 
und die fraghche Bedingung geht in Fol^ der Gleichungen (S) § 7 
Ober in: 

ft(.rclgÄ)+,-»-«,a,(J--i)-0. 

Man nehme nun zanächst an, dass die Gurvenachar aus den Normalen 
einer Parallelflächenschar besteht. Dann verschwinden t, -p- und -p-, 
aber auch #, da eine Farallelflächenschar stets einem dreifach ortho- 
gonalen Flächensystem angehört, was übrigens auch aus der letzten 
Gleichung in (11) § 7 direct hervorgeht. 
Wird femer: 



%=- 



^■/^P+i--' "-Vv^K' 



gesetzt, so sind die Tangenten der Gurren T| = parallel den Ver- 
bindungslinien der geo(^tischen ErQmmungsmittelpunkte der Erüm- 
mungslinien. 

Die siebente und achte Gleichung in (11) § 7 besitzen hier die 
Gestalt: 

und die Grösse e' verschwindet. Wir erhalten folglich den Satz: 
Legt man durch jeden Punkt einer Fläche eine Gerade, wdche der Ver- 
bindungslinie der zum Punkt gehörenden geodätische Erümmangsmittel- 
punkte der Krümmangslinien paraUel ist, und führt man diesäbe Gon- 
siruction an aUen Punkten der zur betrachteten Fläche paraUel&i Flächen 
aus, so bilden die in Bede stehenden Geraden die Tangenten emer Nor- 
malschar von Curven. 
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§ 11. ErümmungBtiiittelpuuktaflächeii einer Fl&chenschar. 77 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Eröimnungainittelpunlrfs- 
äächeD einer Flächeoschar. Wir haben dann von vornherein a gleich 
Null zn nehmen, zudem wird für eine Schar der Centraflächen: 

3:' = « + ÄtE, y'^y + Kn, «' = ^ + AiS, 
Man erhält für dx' die beiden Ausdrucke: 

1», e-.)®, + {is,(\) + (1 - ^) «.) s. 

+ (i (1 + 9. <*,)) + ^jf + ^) T. - «,■ 8,' + < S; + «, V- 
Es sei nun: 

x/ ^ I cos ^ -j- »^ sin ^, Xj' ^ 6 sin ^ — x, cos ^l-. 
Dann folgt: 

(1 - ^) ©,+ ^ T,= sin^@/- cos*©,', 

9x iK) ©1 + 9» (K) ©» + (1 + ?o (Ai)) y« ■= cos * @,' + ain * @.'. 

Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass die betrachtete Currenschar 

eine Normalschar ist; denn, wenn fi ein integrirender Factor von Tg, 



i der dritten Gleichung in (11) § 7 

und damit: 

ftM-O, S.(!(')-0, ».(«■) -0. 

Dies heisst in Worte übertragen, dass zu einer Schar von Parallel- 
flachen nur eine einzige KrÜmmnngsmittelpunktsfläche gehört. 

Unter Berücksichtigung der ersten und dritten Gleichung des 
Systems (11) § 7 findet man: 



©j = jj-A_ jgin *©,'— cos *©,' — ^ r„' j , 

@i = ^(('"'^*' + ^ ^^° ^) ®i' + Csin *> — -^ cos !(.) ©j' 

+ A.P.(4,-i..9)ro'l, 

und daraas folgt für eine beliebige Function ^ von p, q, r: 
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78 Zneiter Theil. Doppelt nneudl. Cnrvenschar, festgelegt durch endl. Oleickmigen. 

Mit Hfllfe dieser Formeln lassen sich die fOr die betrachtete Gorren- 
schar in Frage kommenden Grössen leicht berechnen. 

Der "Winkel ^ wird gegeben darch das Verschwinden von s' oder 
TOn Sx^ g^ix^j d. h. durch die Gleichung: 
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Weiter folgt: 
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■ ü /_! . I±\\ l'JSJ* _]. «"» '\ r Bin»_V?,_ 

In derselben Weise lasst sich die zweite Schar der Krünunungs- 
mittelpunktsäächea behandeln, welche durch die Gleichungen: 

x"'=x-\-h,i, y" = y + }hV, e"=^ + Äi5, 

l"=x», A"=As, t"=lh 
dargestellt wird. 

Entsprechend kann man die Currenscharen untersuchen, welche 
von den geotMtischen Erümmungsmittelpunld^n der Krümmungslinien 
einer gegebenen Currenschar bestimmt werden. Bei den Strahlen- 
systemen sind diese Scharen entweder ebenfalls Strahlensysteme, oder 
sie bestehen aus Hyperbeln. Der Kachweis dieser Behauptung möge 
den SchluBS dieses Paragraphen bilden. 
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§11. Ort der geod. Krilmmnnganiittelpnnkte d. Krammimgal. e. Strahlepayatema. 79 
Wir sahen im § 8, daas bei einem Stralileiisystem die Qrossen 
-p- und -p- TerscliwiiLdeii. Folglicli ist nach (10) § 7: 

Ä|-».(-f-.S.)+>,(.®.-f). 
NeLmen wir: 

ao sind H-^ und H^ lineare Differentialformen Ton dp und dq, deren 
Coefficienten nur von p und q ablüngen. Fttr eine beliebige Function % 
eigiebt sieb: 

atSJ) - - ^ im: + '{d^)!., ft(8) - - •(''SV, - ^ WK . 

Wir erbalteu daher: 

Die Difierentialgläitdtnngen : 

ff, = 0, jg; = 

bestimmen auf der Einheitskugel (|, ij, g) zwei Currenscharen, deren 
Tangenten den Tangenten der ErUmmungslinien erster Art des Strahlen- 
Systems parallel sind. Bezeichnen wir ihre geoifötischen fij-Ommmigen 
mit -^ und -^j so wird nach § 2: 

X — 2'^(<^'^V.» :^ — 2'^('^*i)^- 

Folglich erhalten wir: 

J_ 1 «^ j j i_ 

TTm den geometrischen Ort der geo<^tischen KrOmmongsmittel- 
pnnhte der Exfimmungslinien erster Art längs eines Strahls za finden, 
ist die Art der Abhängigkeit der Grössen £, und ü^ von r darzutbon, 
faUs das Strahlensystem durch die Gleichungen: 

dai^estelit wird, wo Xq, y^,, e^ Functionen ron p and q allein sind. 
In Betreff der Grössen h^ und \ fanden wir (12) und (14) % 4; 
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80 Zweiter Theil. Doppelt miendl.Carveiiscbar.feitgelegtdaKbendl.Qleichaiigen. 

Die Werthe von r^, ij, p,, ^^ für r = äollen mit tm, V^^, p,o, (f^Q 
bezeiclinet werden. Dann ist: 



Die Grösse e wurde S. 30, Z. 1 durch die Gleichung festgelegt: 

,«^ if -n' 

~ i{EQ — F') 
Aus den S. 34, Z. 21 aufgestellten Formeln folgt, da hier r dasselbe 
bedeutet, wie 2 a. a. 0., dass: 

£e - F- - (H>F - »0 (»„ - r)' (ft, - r)'. 
Setzen wir also: 

a-j/H«'— *' 
so ist i' Ton r unabhängig und es folgt: 



Man hat im betiBchteten Fall: 

und die aufgestellten ÄusdrQcke fBr ■=-, -j- und e genügen der dritten, 
sechsten und letzten Differential^eichnng des Systems (11) § 7. 
Wir erhalten jetzt: 

r — t,, e' 2l_i *■ — "i" 



ii, (ft, --■)(?„-»•;' ü, (ft,-r)(«„-r) 

Längs ein und dessähen Strahls liegen daher die Mittelputikte der 
geodääschen Erümmungen der 'Krv.rMnwngdwMxi erster Art im AUge- 
meinen auf zwei Hypm-beln. Die Gleichungen derselben besitzen die 
gemeinsame Discriminante: 






Die Hyperbeln werden somit Gerade, wenn e' = 0, d. h. wenn daa 
Strahleusjstem ein NonnaleDsystem ist, oder wenn: 



1-^:^» + 



l+S) 
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§ 11. Ort der geod. Erünmuingamittelpuiilile d. Erümmimgal, e, Strahlenajetetna, gl 

Diese Beziehung läsat sich leicht in eine geometrisch durchsichtige 
Form setzen. Wir fanden im § 10 für den Winkel q) der beiden 
Brennebenen die Gleichung: 

— 2e 
C08flP = -— -■ 



unter Benutzung der oben angegebenen Ausdrücke fUr .-, -^ und e 

gewinnt sie die Gestalt: 

2t' 
cos » =• 

Nimmt man: 

so bedeutet %> den Winkel, welchen die Verbindungslinie der geodätischen 
Krümmungamittelpunkte der sphärischen Curven .ff, ^ ond .ff, i= 
mit der Kugeltangente («,, A,, (t,) bildet, und die fragliche Beziehung 
wird gleichbedeutend mit der folgenden: 

cos «p •= sin 2i>. 
TJm den Ort der geodätischen KrQuunungsmittelpunkte der Krüm- 
mungslinien zweiter Art längs eines Strahls zu finden, bemerke man, 
dass die Gleichung (11) § 5 hier in der Form: 

geschrieben werden muss, sodass: 

8x = dx^+rdk = {r~ qJx,S, + (r — p,„)x,S,. 
Nimmt man daher: 

r. -(>•-(>..)»„ T,_(r-(^)S„ 
so werden: 

,,„, (''»». ,,„ (''»s, 

die Ableitungen der Function ^ nach den Bogenlängen der Krüni- 
mungslinien zweiter Art. 

Wir bezeichnen die geoi^tischen Krümmungen der Gurren T, = 0, 
Ti = 0, T/ = 0, T/ = der Reihe nach mit ~, -^, ~, ~; ebenso 
die der sphärischen Curven S^ = 0, S^ ■= 0, S^' = 0, S^' = mit -ir, -j^t 
■p-7, -gT Die im § 10 gefundene Gleichung: 



ml, CaTTCoHhkrtD, 
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82 Zweiter Theil. Doppelt unendl. Curvenachar, festgelegt durch endl. Gleichungen. 

liefert in Yerbindung mit der obigen f&r cos 9) geltenden: 
, 2» 2t' 

coig, — T^i-s;^^' 

9i 9t 
und für die AaBdrUcke Ä und £ im § 5 ergiebt sieb: 
j J 2«; H_J 2 t' 

JiV (p.,-ft.)i.' ■" -ff,' (p,,-p„)i:;' 

Man erbftlt jetzt: 

Der Ort der geodätischen Krümmimgsmittelpunkte der Erümmungs- 
Unien eweUer Art längs eines Strahls tcird daher von zwei Geraden ge- 
hUdet, wdche durch die Brennpunkte hindurchgehen. 

Femer entsteht: 

W = -2 ^ ('^'^)^'' ^ .i^; = ^^^iK, + r-=^ ' 

1 V '/j \ — £<{d«4V + co8v2V(<ix,)j. B cotg, 

^. = _^X,(dx^r.' m, r-^^ + (r-ft.)Ä/ 

£'s besteht daher längs eines Strahls der Ort der geodätischen Erüm- 
mungsmittdpunkte d^jenigen orthogonalen Trajectorien des Strahlen- 
systems, die Bugleich senhredite Durchdringungsearven der Erümmungs- 
linien eweiter Art sind, aus etcei Syperbeln. Die erste derselben, welche 
den Cnrren r,' = entspricht, artet für X = 0, die zweite fttr 5 = 



Qiebt man den letzten Gleichungen die Form: 

■i _ i eotgy B ^ 1 cotgy 

r-«„ iJ,' R, ' r-,,. B; fi, ' 

80 zeigen sich fflr A = B^=0 die Ej-Ümmnngslinien zweiter Art wie 
ihre E^härischen Bilder (§ 5) im Besitze der Eigenschaft, dass die 
Tangenten der Curven T, ^ oder T^ = senkrecht sind zu den 
Terbindungslinien der geodätischen ErUmmungsmittelpunkte der Gurren 
Ti = und r/ = oder T, = und Tg' = 0. 

§ 12. TransformatioDen in Bezog auf eiae Ourvensohar. 

Sowie wir im vorigen Paragraphen eine Curvenschar anf eine 
zweite bezogen haben, kann man auch eine einzelne Function § von 
P, q, r oder x, y, gj und ein System solcher Functionen auf eine 
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g IS. TrauBformatioiien in Bezug auf eine CurrenBchar. 



83 



Currenschar beziehen. £b entsteht dann die Aa%abe, die Ableitungen 
Ton 5 '"'•''i P> ii *■ "der x, y, x dorch die invariablen Operationen 
ffi(S)) ff»0)» 5o(?S) auezudrücken. 

Die eiste dieser Transformationen erhält man auf folgende Weise. 

Es ist: 

dg = ff. (S)@. + ff,(S)@» + 9.m To- 
Da nach § 6: 



und nach (7) § 7: 



^0— :;= (««dp + Ojjdg + ö„dr), 



(1) 



g - «.j, (5) + ',s, (5) + ^;^_ ».(8), 
^ - «.».(S) + «.«.(S) + ^ 17.(3), 
H-V-is.®)- 



um Ton dieser Transformation eine Anwendung zu machen, be- 
tfachten wir die am Sehluss des § 9 aus einer cjcliscben Currenschar 
hergeleitete Fläche (xq, y^, »^ unter der Voraussetzung, dass die Ereis- 
schar eine Normalschar sei, und die Radien der Kreise den constanten 
Werth - besitzen*). Man hat dann: 

% - « + f. (J. + 5;) , ». - » + ;. (i; + y ' 

Wir bestimmen zuiüchst die Eichtungscosinus der Normalen 
unserer Fläche. Da: 



1 ^y. Sy. 1 

~dp dq 

\ df dq_ ] 


SiM 9t(S<,) 1 


Wir fanden im § 9: 




9.{i)-^ + h 


^AD-^+l 



*) Vergl. Biancbi, Lezioni di O^ometria differenziale, pag. 828, No. 180. 

6' 
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84 Zweiter Theil. Doppelt imendl. Currenacluir, fest^relegt dtirch endl. Qleicbungen, 

In Folge dessen erhält man aus der dritten, vierten, neunten und 
fiecluten Gleichung des Systems (11) § 7: 

^1 1 >;) "" ~ p, (p; ~Ri)> ^1 vpj '°'p;\T\~ 's) > 

Daher: 

i». W - ?ir (i + Ä + i), ft W - „-4- (i + ^ + A), 
und; 

Die Nonnale der Fläche im Punkte (x^, %, z^ ist daher zugleich 
senkrecht zur Ebene des Kreises, _ dessen Mittelpunkt die Goordinaten , 
Xf„ y^, e^ besitzt. Ihre Ricbtungscosinna fallen also mit £', ti', £' zu- 
sammen (§ 9). In Betreff der letzteren hat man: 

!-.«-) rk Ö; + 5; + A), ».(£•) - j-r (j; + ^ + {)■ 

Aus den Proportionalitäten: 

9%{^o)-9,(yo)-9i(^,i)^9»(t)-9%(j3')-9i(t') 
folgt, dass die Operationen j?i ( ) und ffj ( ) Ableitungen in den Rich- 
tungen der Krümmungslinien der Fläche (x;,, y,,, e^,) liefern. Definirt 
man also die beiden Operationen (/i'(S) ^'^^ ?i'(S) durch die Glei- 
chungen: 

a'(8) - -P"' ,- i?.(S), 9,'(S) - -f-^ s, (5), 

so werden gi(x^), 9i(jfo), ffi'W ^^ RicbtungBCosinus der Tangente 
derjenigen KrOmmungslinie, deren Bogenelement l^ '^' + ' "»p" '^'> 
und ffi'ixo), ffg'd/o)» 9ai'^ö) ^^rden die Richtungscosinus der Tangente 
derjenigen Krümmungslinie, deren Bogenelement 1/- * + r-j ' ~tp" ist. 
Für den Krümmungsradius p^ der ersteren KrÜmmungslinie er- 
giebt sich: 

^ = — 2 ^i' *^^o^ ^»' ^^^^ >, " ' 
für den Krümmungsradius pg der zweiten folgt: 
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g 12. Trausformationen in Bezug auf eine Corvcnschar. 85 

Somit besitzt die Fläche (zg, y^f e^ die mittlere Krümmung 
c (-^ — -p-j , aber das constante, negatiTe KrQmmimgsmass — c*. 

Auch die geodätiBcben KrOmmungsradien der Krümmungslinien, 
die wir mit £,' mid ^' bezeicbnen wollen, sind leicht zu berechnen. 
Man benutzt hierzu am ein&chsten die gemäss den beiden ersten Glei- 
chungen in (11) § 7 geltenden Beziehungen: 



». f: - 



s,-v», 



und erhält: 



\r\ J_ =a_i!5L 



s, n/Tri" ^"* ^^' ^ l/7T"i~ ^■^ ^'' 

Um die partiellen Ableitungen einer Function % nach x, y, e 
durch die Operationen ga{%) auszudrücken, wenden wir auf das System: 

dp dx dp 'dydp' 8t dp' 

Stf dq "*" 8* 9g' 



a 8x Ba' Sa da'i. 



95 8g£a,eg£y,0g££ 

-er"9a! 9r ''"^ 9r t* a, g^ 
die Umformungen (1) an und erhalten: 

..(M5)-^|!^) + ..('.(5)-^S'.) + i^(^.(S)-^l!«)=». 

Die beiden ersten dieser dleichungen ergeben in Folge der letzten: 
Somit bestehen die Transformationsgleichnngen : 

P-«.9.(3) + »,9,(S) + {j.(5), 
(2) |f-i,s,(S) + ^?.(S) + '(?.(5), 
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86 Zweiter Theil. Doppelt uuendl. Cnrrenacliar, festgelegt durch endl. Oleichungen. 

Jede M** Ableitung Ton g '"■^ eine n-fiich lineare Fomi der neun 
Riclitungscosmiis x,, x^,^ . . . . 

Wir wenden das System (2) znr Transfonnation der Lam^'schen 
Differentialparameter an. Für den ersten Differentialparameter er^ 
hält man: 

(8) A'l%)-(^)'+ (|f)"+ {|l)'-J.(g)- + ».(g)' + j.(S)*, 

nnd fKr den zweiten; 

A -S,(m (i; + ^) - J.(S5) 0; + ^) -S.(S) (i; + i)- 

Will man in diesen Umformungen die partiellen Ableitungen von 
S nai^ P, q, r hervortreten lassen, so bedient man sich am einfachsten 
der im § 3 eingeführten Abkürzungen : 

"' dp o,. dr' ö' dq «„ dr' 
wodurch: 

wird. Für den ersten Differentialparameter gilt daher die Darstellung: 

Um Entsprechendes in Bezug auf den zweiten Differentialpara- 
meter zu leisten, setzen wir für den Augenblick: 

dann ist: 

j-..(,,(g)-»,!,,(S), -B-.,j,,(5)-,,i,,(g), 

und: 

Mun folgt: 

s,.(5)+s>.(5)-^(!>.(t)+».(v))+s|!'.(7)+!'.(v)1+v(^'+^.)- 

Absr (vgl. (8) § 7): 

»' (y) +* &)-?{•.(«..-•») + •.(•.,-«„)|-|(f + f ), 
ft(?)+a(^)-i.(»,(».,-0 + <'.(»».-«,.)j-v(^ + :^)- 
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§ IS. Drei&ch orthogonale Flachenajateme. 87 

Somit lautet das gesnclite Ei^ebniss: 

-^f-'f-MS)(i+';)+.„(3). 

Vm eine Anwendung der Qleichimg (3) zu maclieii, beweisen wir 
mit den entwickelten Mitteln einen von Herrn Weingarten her- 
rührenden Satz Qber die Bedingong, unter welcher eine Flächenachar 
einem dreifach orthogonalen Flächensyatem angehört. (Journal flir die 
r. n. a. Mathem. Bd. 83, S. 4.) Es sei « =0, und mit ft werde ein 
int^rirender Factor der Differentialfonn : 

bezeichnet, bo dass: 

(t (a^dp + a^dq + a^dr) = dt, 

* = /"(?,«,'')■ 

Ist nun S eine Function von .p, q, r, und denkt man sich r durch 

seinen Aasdruck in p, q, i ersetzt, so wird die ToUständige Ableitung 

von {$ nach p bez. q durch %, bez. ($, dargestellt, weil 

dr = ^-^dp-^dq, 

und die Ableitung von g nach ( wird zu -ß ■ 

Da die vollständigen Ableitungen von t nach p und q verschwin- 
den, wird auch gi{t) und g^{t) zu Null, und die Gleichung ßlr den 
ersten Lam^'echen Differentialparameter von t wird: 

y(f:rT(ijrT(i'=^.(o=-v^- 

Setzen wir: 
so entsteht: 

v^ = -^- 

Aus den für p geltenden Differentialgleichungen: 

Sfio,, ^l^fft ^l^'ht ^f")! ^f*^a «^f"«) 

83 Sp ' S*" Sp ' . dr dq 
folgt: 

Sojj _ Sa,, £0,, £c^, 
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88 Zweiter Theil. Doppelt unendl. CnrvenBchar, festlegt darch eadl. Gleichnngen. 

und bei Berücksichtigung Ton (8) § 7: 

(7) S, (log (. V^) = j; , 9, (log C 1/5) - i , 

sodass weiter: 

9Äy^ — 5^, s.(vs)— 1^- 

Der Weingart en'sche Satz besagt, daas der Ausdruck 

-fS- "*« + -IT "'i + ~iT- ^i 

längs jeder Fläche t = Const. ein yollständiges Differential ist, aleo 
die erste Gleichung in (9) § 7 besteht^ falls die Fläcbensdiar t ^ Const. 
einem dreifach orthogonalen System angehört. 

Ist <p eine Function von x, y, z, so geht bei Anwendung unserer 
Transformationsformeln die Differentialfonn : 

über in: 

\ \ ' 

Soll für letztere Differentialform die erste der Gleichungen (9) § 7 
gelten, so muss: 

_ gl» <'P> j_ gii W „ _ Stif) 1 9i (V) 
sein oder: 

S,.(9) + ä^'-0. 
Wenn q> =y^, tritt an Stelle der letzten Gleichung die nachstehende: 

- 3^ ii) + j^p, - srp; = **' 

d. h. aber vermöge der letzten Gleichung des Systems {11) § 7: 

fr = 0, 
womit der Weingarten 'sehe Satz bewiesen ist. 

Aus den Gleichungen (7) erhält man einen bekannten Satz aber 
Paralleläächen. Ist ^ (x, y^ z) = t die Gleichung einer Flächenschar, 
so wird z/, t nur Von t abhängen, falls die vollständigen Ableitungen 
{^iOp ^''^ (A')? verschwinden. Dies kommt aber auf das Ver- 
schwinden von g^ {jJ, t) und g^ (.^, t) hinaus, d. h. nach (7) die Grössen 

-p- und -=- sind Null. In Folge dessen bilden die orthogonalen Trar 
jectorien der Flächenschar ein Strahlensystem, und die Schar selbst 
besteht aus Farallelflächen. 
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§ 12. Schar isothermer Flächen. 89 

Eine Anwendung der Gtleicbung (4) wird durch die Losung der 
folgenden Aufgabe geliefert Es sollen die Bedingungen ermittelt 
werden, unter denen bei e = die Curvenschar aus den orthogonalen 
Trajectorien einer isothermen Flächenschar besteht. Im genannten 
FaU iat 

nur TOn t abhängig, die vollständigen Ableitungen Ap und A^ ver 
schwinden oder, was dasselbe ist, g^ (^A) und g^ (Ä). 
Nun ist nach (4): 

^» (0 =- 5o (f yä^) — /» V^ ( 



f V^V 



=(..(iog.i^:)~i~i). 

Die Gleichungen: 

nehmen die Gestalt an: 

— 9, (1»B C y%) (»0 (log C V^) ^X — T^+On (H C VÖ 



— ft (l»g C >^) (ft (log C l'^i) — ji; — 1^) + So. (log C K^ 

Berücksichtigt man (9) nnd (11) § 7, so gehen die beiden letzten 
Gleichungen über in: 



^1 U = - jLP + b: U: -- ät) + 1 



A, P, ~ B, 



5olp:;-ff.l 



A,P, ^ ü, U, V 



\h,/ 

Das Wesentliche dieses Ei^bnisses liegt darin, dass die gefundenen 
Bedingungen den integrirenden Factor (i gar nicht enthalten, während 
die Bildung von A nicht ohne Eenntniss eines solchen Factor« möglich 
ist. Für die zweite Erdmmung der orthogonalen Trajectorien einer 
isothermen Flächenschar erhält man den Ausdruck: 

>; "' (i, + 1) - r, ü' (i, + k) + (s; + i) KP, ' 

Besteht die Schar aus lauter MinimalSächen, so sind die frt^lichen 
Trajectorien ebene Gurren. 
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90 Dritter Theil. Doppelt nnendl, Curreiuchar, festgelegt duich DiffercntialglD. 

Dritter Theil. 



Doppelt inefldliehe OuTenseliar, festgelest Aarch Differaitial- 
gleielmeeiL 

§ 13. yormalachM. BoBondere Sohar. Orthogonale Trajectorien 
and herrorateohende Arten aolober. 

Wir wenden tina jetzt zu dem Fall, daas eine Currenacliar darch 
Diflferenti&lgleiclmiigen toq der Form: 

festgel^t ist, wo, wie früher: 

S'+i'+S"-!, 

iröhrend |, ij, i Functionen von x, y, z bedeuten. 

Die betraclitete CurrenBchar ist eine Nomuüschar, wenn es mög- 
licli ist, den Ausdruck: 

idx-\- vidy + ^dz 

dnrch Multiplicatiou mit einem geeigneten Factor in das Differential 
einer Function von x, y, e überzuffliiren. Die hierzu nöthige Be- 
dingung lautet bekanntlich: 

m E(l^-|^) + .6l-ID + f(l|-||)-o. 

Die linke Seite dieser Gleichung muse proportional der OrÖsse s sein. 
Um den Proportionalitätsfactor zu bestimmen, bemerke man, dass nach 
(2) 8 12 und (10) § 7: 

Der gesuchte Factor ist also gleich 2. 
Bei Anwendung der Bezeichnungen: 



- 1.. ä^ - 6., 


8i , 




|-(t.-i.), «■ = 


|(£.-« 


, «.-|(i,-W 



(2) 

folgt: 

(3) s = e,i -^ e,7i -\- e^l 

Wie im § 6 verstehen wir unter a,, 6j, c, oder Oj, Ä,, c^ die Rieh- 
tungscosinos der Haupt- oder Binormalen der Curven der Schar, unter 
9 oder ff' seien die Radien ihrer ersten oder zweiten Krümmung ver- 
standen. 
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g 13. NormabcliBjen. 91 

Man erlüUt dann nach der ersten Frenet'sclien Formel: 
(f-l.f + l,1 + i.5-2(^{-e,,), 

(*) Ij-Vti + v.v + v.i-^M-'it), 

lf--6i+E,i + 6,t-2(<Hi-«,l)- 

Die erste Krflmmang geaOgt also der äleichnDg: 
(6) J,-4(e,'+V+V-«')- 

Man hat es mit einem Strablensjstem zo thun, wenn: 
**=ei'+'^'+ V) oder: e,: e,: ^=- £ : ij : £, 
und das Strahlensystem besteht aus den Normalen einer Fläche, wenn: 

ei == e, == es = 0, 
oder mit anderen Worten, wenn der Aosdmck: 

gda: + ijdy + ^de 
ein voUfilündiges Differential ist. 

Mit Hülfe dieser Ergebnisse läset sich der S. 88 erwähnte Satz 
Ober Parallelflädien in eine TieL&ch brauchbarere Form setzen. Ist 
eine FUchenschar durch die Gleichung: 

gegeben, so hat man: 



^ i/T' ' irr' * ./T.' 



SS 95 

yz' ' yz' y%' 



Es liegt daher eine Far<äldfläiAenschar vor, toma X constanl ist, 
oder wenn: 

SL.ai.9^_^a?(.9?f.98. 

2a; ■ ^ 'dt dx''Sy' de' 
Nehmen wir: 

so kommt: 

(5) o, = 2p(-fi| + e,)- h = 2(f(-sf} + e,), c, = 2Q(-8t + e,), 

und fQr die zweite Krümmung et^ebt sich die Oleichung: 
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Dritter Theil. Doppelt imendl. Curvenacbar, festgelegt durch Differentialgln. 

Gehen wir nun zur Betrachtung der orthogonales Trajectorien der 
Gorvenschsr über. Bedeuten u, v, w drei Functionen von x, y, e, 80 
bestimmen die Differentialgleichungen 

dz : dy: dz = a : v: u> 
eine Schar orthogonaler Trajectorien, falls identisch: 

Die fraglichen Differentialgleichungen sollen in der Normalform be- 
fmdUch heissen, wenn: 

«■+»'+ »'-i- 

Die gegebene Currenschar ist eine iesondere, wenn ein Functionen- 
system u, v, tr TOn der Beschaffenheit bestimmt werden kann, dass 
beim Fortschreiten auf jeder der entsprechenden, orthogonalen Tra- 
jectorien sich die Richtung der Tangente (|, i;, ^) nicht ändert (§ 3). 
Das System u, v, w muss dann den Beziehungen genfigen: 

S.tt + Sjf+Siw-o, 
6« -f ijp -f- gM7 =0. 



Nehmen wir: 



I £■ fe & 
1 1, ii ij 

h 1 f 

so kommt die Möglichkeit des Zusammenbestehens der vorigen Be- 
ziehimgen auf das Verschwinden der Determinante 'J hinaus. Bezeichnen 
wir nämlich mit ^f,. die Adjuncte des Elementes von /d, welches in 
der ft"" Zeile und v*™ Reihe steht, so wird: 

IJ = ^„, ij^ = ^„, tJ = J^. 
Die Gleichungen: 

bedeuten aber die nothwendige und hinreichende Bedingung ffir das 
Vorhandensein eines Systems u, v, w mit der fraglichen Eigenschofl. 
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J = - 



% IS. Besondere Schar. 93 

Die Kormalebenen der Corven einer besonderen Schar bilden nur 
eine zveifacli nnendliche Mannigfaltigkeit, umhulleii also eine Fläche. 
Dies folgt mit Hülfe einer Bemerkung des Herrn Yobs (Math. Äunalen 
Bd. 23, S. 48) folgenderm aasen aus dem Yersctwinden tou A. 

Nimmt man: 

»» = — («6 + !"! +2O, 
so sind: 

«-i. "-1. r-i 

die Hesse'schen Coordinaten der Normalebenen. Ist femer: 

m,= — {x%,-\- y^,-\- eV), 

80 erhält die FanctioDaldeterminante J der Gröseen u, ß, y die Gestalt 

%^m — £»», + 1^ g,™ — 1»», + I17 !(♦» — Im, + Ig 

£1« — gm,+ 6{ f^m — gm^ + ^g g,m _ gm, + g* 
Man hat aber: 

61»» — ItWi + l* 1»»» — l«i, + 6ij Is»» — l»»s+ IS I 

Vi*» — i/nii + |i; t?,JM — i)»Mg+))» i^sM — i;»», + i)g 1) 
tm— gm, + |g fem — gflts+>?E 6,«~g»i3 + g* S 
6 1? SO 

Addirt man hier die erste mit — , die zweite mit — , die dritte mit ~ 
multiplicirte Zeile zur vierten, so ergiebt sich: 
A '^^ — »«**/. 
Wir fassen nun wie im § 6 Coordinatenlinien und Ableitungen 
nach ihren Bogenlängen ins Auge. Die in der Normalform rorau»- 
gesetzten Differentialgleichungen: 

(?a; : dy : da ^ Ml : »1 : »i, 
äx ; dy : de ^ u^w^: w^ 
bestimmen, falls: 

l»i + ^f, -f S«'i = lw* + n^^ + £w. = 0, 

zwei Scharen orthogonaler Trajectorien, die sich unter dem Winkel ip 
schneiden mögen. Nehmen wir: 

, «,— «.cos» , — «.COBOl+lt „ 

" nngs'' ginqj' ' 

BO bestimmen die Differentialgleichungen: 

dx : dy : de ^ m/ : »,' : w,', 

d:r : djf : d* ^ w^' : i-^' : w/ 
diejenigen orthogonalen Trajectorien der Cnrvenscbar, welche die beiden 
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94 Dritter Theil. Doppelt unendl. CurrenBchar, festgelegt durch DifFerentialglu. 
vorigen Scharen rechtwiaklig durchdringen. Setzt man nun: 



T = **! ''* + v,'d y + u), 'dt 

und die Ableitungen einer Function ^ nach den Bogenlängen der 
Curven 2^=0, ?j = erhalten die Gestalt: 

Wir knüpfen hieran die Bestinunung der im g 6 herrot^^obenen 
ausgezeichneten Arten orthogonaler Trajectorien. 

Die Differentialgleichungen der Haupt- und Binormallinien sind 
nach dem Obigen: 

dx : dy : de = €tt — e^i} : e^i — e^t ■• eifi — e^^, 
dx : dy : dx = ei — e, : «ij — c»: ef — e^. 
Als Bedingung f^r die Exümmungslinten erster Art fanden wir 
in (7) § 6: 

cos 9> - 0, 2 C«^^)^. (•'S)'-. +2 *^''*^^' ^''^^''- =" ^■ 
Die zweite dieser Bedingungen nimmt unter Benutzung der Bezeich- 
nungen: 

«11 = ^1. «»! = '?*- <hi=ia, 

die Gestalt an: 

«i («11 «1 + "l.*'l + Ol»""!) + ^S («W«! + Oj*«! + Og»«'l) 

+ w» (öis«i + a»Vi + a,gtp,) = 0. 
Da ausserdem: 

80 werden die fraglichen beiden Werthsysteme (u, «, w) durch die 
Gleichungen festliegt; 

. , 1 (ai,« + öi,i' + ai»«')(')«' — £«) + (".»« + ««*' + «««')(£« — gw) 
£m -fijv + g»p = 0, >«* + V» -f «•* = 1. 
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§ IS. Orthogonale Trajectorien nnd heirOTstecbende Arten solcher. 95 
Die Krümmungslinien zweiter AH ei^ben sich ans der Bedingat^: 

oder: 

«i' (61 «1 + £s ^1 + fe. w,) + t),' (rii Ml + ijg V, + % Wi) 

Nimmt man zur ersten dieser BedingungeB die Beziehungen: 
<g + <V + <£ = 0, <«, + t;,'»j + w.'w, = 
hinzu, ao erlült die gesuchte Bestimmnngagleichung die Gestalt: 

„- ((£,» + 1," + 1.") (•!«' - 5») + (%» + %• + %») «• - U) 
^M +(S.« + S,<' + £,»)(l«'->)»)-0. 

Die Asymptotenlinien werden festgelegt durch die Bedingung: 
~ = -2(dz),,(,di)T.-0. 
Dies ergieht: 
(10) Oj, »* + a„ tJ* + a„ w* + SoijUi; + 2a^,utc + 2a,jUtc ^ 0. 

Bei den geodätischen Linien endlich verschwindet die Grösse: 

Dies ergiebt fOr u, v, w die Bestimmuugsgleichung: 

Diejenige Schar orthogonaler Trajectorien, welche der durch die 
Differentialgleichungen : 

festgelegten Schar adjuogirt ist, wird bestimmt durch das System: 

Idx:dy:dz = (i^g, — C%) « + (ij^ — E%) v + (ijf, — £,;,)«.: 
(es, - R) « + (SS, - Sfe) t' + (E£» - 6&) w : 
(fiij, — »^fii)« + (Ui " i?£s) » + (6% — i?£j) w. 

§ 14. Isotrope Oarrensoliar. Die Gröwen Aj, \, p,, 9,, c,, t,. 
Eine Beatümnungawebe der if tA mmTnigaHnlan enter Art. 

Die Normalkrtbnmung einer orthogonalen Trajectorie besitzt den 
Ausdruck : 

(1) -^== — («11«* + "««'+ 03s*P*+ 2cf,^u» + 2aisMW + 2ö^s*w), 
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dß Dritter Theil. Doppelt unendl. Currenschar, festgelegt durch Differentialgln. 

Wir suchen zunächst die Bedingung dafür, daas dieser Ausdruck 
yon u, V, w unabhaugig ist, d. h. die Bedingung für eine isotrope 
Currenschar. Man erhält sie am einfachsten durch Elimination einer 
der Grössen u, v, w, etwa w. Moltiplicirt man j- mit ^ und diridirt 
durch £• («' -|- «' -|- w"), so entsteht: 

«.■(«,, £'-2a„Ei-|-a„6')-t-2m.(a„£'+a. .i» i-a„ii£-a„EE)-H''(a„£'-gfl..»i£+a„>)') 
"'({* + » + 2»«'S'J + f'(>j' + t') 

Bezeichnet X einen ProportionaUtätafactor, so tritt der ^gliche 
Fall ein, wenn: 

{'+E'-i{o„f»+a„t'-2o„U), 

f + v- » ("»s'+ »»II'- 2<H.ie). 

Die letzte dieaer Gleichungen liefert nach Multiplication mit 2 £17 unter 

Berücksichtigung der beiden vorhergehenden ; 

2i>i,'- J (2o„£iiS'+ 2a„|',>) + ,' ({'+ f) - Ti'i («„S'+ »s.!«) 

+ {■«■+ 1") - U" C«„S'+ "„«, 
oder: 

,■+ I'- i («„l'+ %S'- 2<.„£>,). 
Jetzt folgt durch Addition: 

2 = Möu(£'+^') + %.(£'+e*) + ««(!*+ i)')-2a.,e.) 

Der hier auftretende Klammeraasdruck läest eine merkliche Verein- 
fachung zu. Man hat: 

(2) |«.>l + "«'! + o.if — Y (lil + l,"! + 1..0 = If . 
und damit wird: 

2 -«(«,, + »»+«..)• 

Wir finden so die Bedingungen für den in Rede stehenden Fall in 
der Form: 

((!'-{■) «u+(i'+n««+(f-i')»»+*«„it-o, 

(3) «'+>!')<'., + (l"-t')<S,+ (S'-l')«.. + 4«„'!£-0, 

kf-l')''.. + W-P)»» + (i'+£')o,, + 4«„i£-0. 

Jede dieser Gleichungen ist eine Folge der beiden anderen. 
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§ 14. Isotrope CnrTenechar. 97 

Will man auf Grund dieser Bedingangen zeigen, dass die Curven- 
scliaren, deren Xormalen einen Liniencomplez eraten Grades bilden, 
isotrop sind, so berücksiclitige mau, dass hier: 

l:__a + yy— ße b + at^yx c + ßx -aif 

* ' N " ' ^~ N ' ^~"~ 'N. ' 

WO a, b, c, a, ß, y Constante bedeuten. Han findet: 

«"li-tfri-isö, *■«,-»■ -l(Jr-«n, 

Jf$. ^-IC«i-|SE), 

jVi), r — n{ßl — 7^), ■^'j» = »?(«£ — ?' 6), 

jy,, -«-,(«,- (16), 

«■£, = |S - s (SS - «i), ■»■£> «-tfrl-««), 

Mit Hülfe dieser Formeln erkennt man leicht das Bestehen der Glei- 
chungen (3). Da femer: 

',~^{v + i<.''l + ß^ + vti), 

SO wird: 

, «i+Ji_+n a« + fcp + cr ■ 

Ds liegt also nur dann eine Normalschar vor, wenn der Lintencomplex 
ein specieUer ist. 

Wir schliessen das Besteben der Gleichungen (3) aus und fragen 
nach dem grossten und kleinsten Wertbe von -r ■ Bedeuten m und n 
zwei vorläufig unbestimmte Functionen, so sind die partiellen Ablei- 
tungen nach u, V, w des Ausdrucks: 

(!„«*+ «^s^' + 033*''*+ 2 «18« 11 + 2 Ojj tue 4- 2a„ti«' 

-\-2.m{lu + n^-\-tw)-\-n {m^+ «*+ w*— 1) 
gleich Null zu setzen. Hierdurch entsteht das System: 

«18« + «ig« + <%«* + mi; + «tj = 0, 
"is" + «ss" + «mW + mg -|-MW= 0, 
wozu die Beziehung kommt: 

S« + ^t. + £w = 0. 
Die Gleichung (8) des vorigen Paragraphen zeigt, dass die hier auf- 
tretenden Werthe u, v, w die Kichtungscosinus der Tangenten der 
ErDmmungslinien erster Art darstellen. 
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98 I>ritt«r Theil, Doppelt imeudl. Corveiucfaar, festgelegt darch Differentialglu. 

Um die Bedeutung der Grösse m zu erkennen, berücksichtige man, 
dass: 

«II I + «u 1) + «IS 5 = Cg £ — e, )? = y (^ -I- j) , 

Man hat also für u ^ x, u. a. f.: 



Die Grösse n hat die beiden Werthe 


1 ,1 


Wurzeln der Gleichung: 








J.... + I 


«1. 




i 


(3) j °- 


<^.+ i 




"n 1 


j »,. 


<^. 


<^> + l t 


'' i 


1 




t 











Dieselben sind die 



«I* «8! «M iJ 

«.3 «»» «SS £ 

I »j £ 

soll mit D, die Adjuncten ihrer Elemente mit D/,, bezeichnet werden, 
wo fi die Zeile, v die Reihe aogiebt. An Stelle von (3) entsteht dann: 



m 



. t,"+i,+i . _ 



Der Zusammenhang zwischen den Determinanten D und ij ergiebt 
sich 30. Man hat: 

«i. — Si + ej — 1i — «., «a — % + 'i — t, — ',, ",s — E, + e, — ts — «i- 
Somit ist: 

£i E. + «i 6. - «4 I i 

1i— «s 1. 1i + e, 1 



D — 



£i + «, 5,-', 
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§ 14. Erflmmungsliiüen zweiter Art, 99 

Bezeichnet man die Adjuncten der drei ersten Elemente der letzten 
Zeile dieser Determinante fUr den Äogenblick mit A, B, C, so erkennt 
man, dass B aus A, C aus B durch gleichzeitige cjclische Vertauschung 
der Zeichen %, tj, t und der Zahlen 1, 2, 3 hervorgeht. M&o hat aber: 

8.fe 8 

-Ä— ij,ij, 11 +£(<,J, + e,ii,+<i{,) — ii(e,£, + a,ij, + !iU — ä,e, 



VsVs V 



sodass: 



ü = ^ + e*. 

Die beiden Werthe von -v-, welche die Punkte liefern, in denen 
die Tangente (S) Yon einer benachbarten (6 + tfg) geschnitten wird, 
haben wir mit — und — bezeichnet. Zu ihrer Bestimmung dient der 
Umstand, dass hier: 

^6x{j]d^~m) = und ^iSx^O, 



oder; 
Nehmen wir: 



¥-*!. 



■«,, - 



■'(, 



so fallen die mit diesen Gleichungen verträglichen Werthe von h mit 
^j und if^ zusammen. Für die entsprechenden Qrössen ti, v, w ist also: 

(|,+ |)« + t,. + fe.. = 0, 

t.»+fe<'+(t,+ ;-)«'-o- 

Sie genügen der Gleichung (9) § 13 nnd sind die RichtungscosinuB der 
Tangenten der Ki-ümmungslinien zweiter Art Die Grössen — und — 
sind die Wurzeln der Gleichung: 

£, + ! i. 



'.+ » 






, I 
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100 Dritter Theil. Doppelt unendl. Curreuacbar, festgelegt durch UifferentialglD. 

"•^^ "»■■- +i,,,,r!t, {.rit. t,|-"- 

Behuis Umformung des letzten Gliedes dieser Gleichung bemerke man, 
das £i^^ mit Hülfe der Beziehungen: 

t6, + 11. + £S.-0 

auf die Form gebractt werden kann: 

— I(£i'!» — fe'ii + 'j*^ — %fe + fe6i — £ife)- 

Da aber: 

S^ = ^„, 

ao wird die Gleichung zur Bestimmung von pi und ^: 

FOr die Abscisse r des kürzesten Abatandes der benachbarten 
Tangenten (|) und (J + J|) fanden wir den Ausdruck; 

_ _ 2:ixS^ 

Wir setzen die Curvenschar als eine allgemeine voraus, sodass ^ von 
Null verschieden ist, und fragen nach dem grösaten und kleinsten 
Werth von r. Man nehme: 



Da: 

folgt umgekehrt: 


|« + Tit. + S«.-0, 




«-JW,«+^„I' + ^..'^) 


(6) 


v-^{J„a+J„i+^„^:) 




w-^{J,,a+J„b+J„c} 


Setzt man noch: 




so wird: 


|(^„ + ^„)-V -».,., 


(7) t--5u- 


.■ + »„i- + t„»'+!J„.!. + 26„ 



- 2b,,be 



Zur Bestimmung der ausgezeichneten Werthe r, und r^ von r setzen 
wir die Ableitungen nach a, b, c des Ausdrucks 
-r/( + 2».(Sn + v' + M 



Dig.zedbyGoOgle 



S U. Die OrÖBsen r, uod i,. 101 

gleich Null und erhalten, wenn noch 

a' + b' + c' — s 
genommen wird: 

lb„a -i- b„b + b^c + xa^ + mai — 0, 

(8) lb„a + h„b + b„c + Tb^ + msri—0, 

l6jja + b^l + igjC + rc^ + »»s5^0, 

wozu die Qleichung kommt: 

ia + <ih + tc-0. 

Die fraglichen Werthe Ton t genfigen daher der Beziehung; 

S„ + t^ 6„ . i„ { 

6„ 4^ + 1^ S„ 1 _ 

^i. ',. i^ + t^ 5 

{ •>I t 

dieselbe ist quadratisch, der Factor von t*^* ist — 1, der von ItJ ist: 

- (!>.■ + !>, + i») + I (i„l + h,1 + i„S) + 1 (h,i + »„-I + t,,S) 

wähT«nd das absolute Qlied die Qestalt hat: 
i„ *.. I 

^s ^a ^M S 
I l t 

Zur Umformung dieser Coefiicienten bemerke man zunächst, dass: 
'u — äOnVC— «Sit' — "silS *ii — — »i.l5 + ".tijl — "»Sl + Ouf, 

'■> — 2»,jlt — »iil'— Oui", 'ii 0!.ll + «itS|-»iilS + «ii<l'- 

Wird nun: 



I folgt: 
»d: 
6„ -«(!'- 1) - 
*» — «(l'— 1)- 



— 0„ +0,, + a,„ 
«. — »..£ + «1.1 + »!.{, 
«1 — Oi.6 + «n1 + °»f, 
«.-«,i5 + 0»1 + °»f 




'',£ + «.1 + «.E-0, 




2£«. + «ii, ',.-£ii«- 

25«.+ «,., !.„-tS«- 


-1«i — l«l + Ol„ 
- t«, — IJ«, + o,,, 

-S«j-5«, + »„. 
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102 Dritter Theil. Doppelt nnendl. Currenschar, festlegt durch Differentialgln. 
Dies zeigt, dass: 

Kl -\-bn-^K «, K.l + '»».'? + Ö3.E = 0, (" = 1,2, 3), 

Bodass der Coefficient von v^ gleich a wird. 

Bas absolnte Glied wird nach einfacher Ümformiuig zu: 
0,1 — « «1, flu £ 

Ol» «I* — a »iS 

I •? e 

Die Bestimmungsgleichung fQr r^ und r^ hat demnach die Gestalt: 
Aus (4), (5) und (9) ei^iebt sich wie im zweiten Theil: 



1,1 1,1 


J: L__,. 

^^. 1,1, 


, _ «. ft , _ «1»! 
'1 h, ' '• h, 




Für die dem System 
Gleichung: 


(8) genOgendeo Werthe a,b,c erhält man 

b„c) (,» - fi) + (6„» + b„b + b„c) (ta- 
+ {b„a + b„b + b^e)(lb-,,<i). 


die 
-0. 


Nimmt man: 


»«i + 6«, + ««, = 


„■ 





(") 



fi^iO + 6,g& -J- &igc ^ — ■ «0 — 1«'+ aoii + ''«11+ ciis, 
6,jO + igjfr + ijs'' ^ — «'* — 1)«'+ <*'*is + ^"mH" '^"3,, 

'*iiO + ''a3* + '»»«'= «c — gß'+ aa,3+&aM+ ca^. 

Man erhält also an Stelle von (10): 

J(On » + «le* + ö,sc)(ijc — £6) + (fl,jO + «„& + asjc)(£a — Sc) 
+ Ko + a,,6 + a«c){|fc - »?a) = 0. 
In Folge von (8) § 13 sind die hierdurch fesl^legten Werth- 
systeme a, b, c proportional den Richtungscosinus der Tangenten der 
Krfimmnngslinien erster Art. Wir bezeichnen sie mit a', h' , c' und 
a" , b" , c". Nun bestimmt das Werthsystem a', b', c' gemäss (6). eine 
Verrückung des Punktes (3^, y, s), für die: ' 

SxiSy:Sz = u':v': w' 
sei. Dieselbe bestimmt eine der Tangente (g, »j, 5) benachbarte Tan- 
gente. Die Richtnngscosinus des kürzesten Äbstandes beider Tangenten 
sind proportional den Grössen: 

»?c'— £6', ^a'~lc', Ib' — Jia', 
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g 14. Eine Bestimmiuigsweise der Erämmungslimeii erster Art. 



103 



oder nach (11) den Grössen a", b", c". Ebenso bestimmt die den 
Werthen a", b", c" entaprecbende Verrückung, für weiche: 

SxiSy.Se ^ u" : v" : w" 

sei, einen kürzesten Abstand zweier benachbarter Tangenten, dessen 

ßichtungscosinus proportional den Werthen a', V, c' sind. Damit er- 

a weisen sich die fraglichen beiden kürzesten Absiede als parallel den 

Tangenten der ErOmmungalinien erster Art. 

Zum Schluss dieses Paragraphen sei eine der Berechnungsarten 
der Grössen x^, j^, u. s. f. hervoi^hoben. Sie müssen proportional 
sein den Adjuncten der drei ersten Elemente der letzten Zeile der De- 
terminante in (3). Dies liefert, wenn v eine Zahlen 1 , 2 nnd p* einen 
Proportionalitütsfactor bedeutet: 



(12) 



«« + Ä 



«M+rS 



= D,. 



\ , g.,ii+°i.£-('^,+«M)6 



= D„-6D+^. 



U,='D^ 






.B„-£Z) + a, 



-"■0 + ^. 

folglich: 

Da aber, wie oben gefunden: 

«.-10; + ^)' 

SO ist: 

Dies zeigt, dass wenn nur eine der Grössen p, verschwindet, die Krflm- 
mnngslinien erster Art mit den Haupt- und Binormallinien zusammen- 
faUen, dass man es aber mit einem Strahlensystem zn thun hat, falls 
beide Grössen p. Terschwinden. Für Strahlensysteme ist also die in 
Rede stehende Beatimmungsart von x,, x,- ■ ganz unbrauchbar. 
Aus (12) ei^ebt sich weiter: 

Aber: 



5J)„-,D„- 



«u % 



!,(«,£ — «sl) + niiKI — «iO + «u(''i1 






-2-1.- 
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104 Dritter Theil. Doppelt unendl, CurfenBchar, festliegt darch DifFeientialgln. 
Setzt man: 

. Nu=U.+Uv*+U.. Nu=vit>+wr-i-v>tr, N,.=ta.-btMn'+^t>, 

90 wird; 

und: 

Den letzten Ausdruck fQr p^x, hat Herr Frobenius unter der Voraus- . 
Setzung E ^ gefunden. (Journal tür die r. n. a. Math. Bd. 110, 
S. 2b, Nr. 26.) Er versagt bei einer Parallelflächenscbar. 

§ 16. Die OrOflsen P„ P^, ij,, B, und ». 

Die Definition der Ableitungen einer Function ^ von x, y, e nsch 
der Bogenlänge der Curven des Systems und der der Krümmungallnien 
erster Art entnehmen wir den Gleichungen (2) § 12 in der Form: 

und benutzen sie in Verbindung mit (10) § 7 zur Berechnung der 
Grössen Pj, Pg, 5,, üj, *. 
Man hat: 

»o(i)-6£i + ii, + !;i., 

somit nach (2) § 14; 

„ , i7.(l) - 2°, -2(«.5 -«.•))■ 

Da aber: 

so wird: 



(2) 



■ 2(»,"", + i,«, + m«,) 2(e,«, + <ii, + «^(i,). 



AuB (13) § 14 entuebmen wir die weiteren Ausdrücke: 
1 gp, 1 _ 3p, 

(3) >, "_!__!' P, ~ iZi' 
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§ 16. Die GrÖBHen P,, P,, S,, B, und *. 



105 



Mit Hülfe derselben soll ein in g, ij, £ und deren Ableitungen ratio- 
naler Ausdruck hergeleitet werden, dessen Verschwinden besagt, dass 
die Kxilmmungslinien erster Art mit den Haupt- und Binormallinien 
der CmrenBchar zusammenfallen. 
Aus (12) § 14 ergiebt sich: 



Man setze nuo: 



-I)'+25 



' + - 



"u «1. 

a„ a,, — X 
»13 ö»s «M 
und bezeichne die Adjunct« des Elements a^. mit Äf,,. Dann wird; 

A,--£.4i,-.iA.-W>„ 

folglicli: 
Femer: 

2 "'' ~ '2 "'"" + '2 "'*■ + ^2 °'°"' 

2'«.«..- 1 («„«-A,- A.) + V (<■,.■< + A.) + U«..« + ^i.) 

-Ö.,-I('ln + -^ + 4») + «■'", 

_^ a^Oi, = — i)jj — ij (^j, + ^i + ^gs) + «ä«) 

^ «.«..-- B«, - t (-1., + A. + ^.) + «j«, 
also: 

Endlich ist: 
2" ^i +(''■■ + ^ + ^»^ *- S' (-*■•'- ^'i '*•■ + '*"'-'*■' ^■') 

= ^(— !'(«« + «») — '!* ("11 + «3S^ — £*(«J1 + «S3* + 2^1? a„ , 
+ 2,S<i,5 + 2SS«.j) «-1. 



"^Bl—V «A + D'^o 



: + ; 
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106 Dritter Theil. Doppelt unendl. Curvenschar, festgelegt durch Differentialgln. 
Folglich: 

jft'-U— i)(^-¥) 
und 

1 Ä*+ (aÄ — m Zu' 

Verschwindet £a,*, so ist die betrachtete Ourvenschar ein StraMensystem; 
ist £ct,* von NtiU verschieden, verschwindet aber der Ausdruek: 

SO fcdXen die Kriänmungsliniett erster Art mit den Haupt- und Binormal- 
linien zusammen. 

Zur BestimiDung der Grössen ü, nnd B^ gehen wir aus von der 
Gleichung: 

!/, («i) - % s; + *. -fj^ + ft 87 - s; + -i; ■ 
Sie liefert: 

X =^2^0i{xC) = — ^«iS»! W, 

sodass: 

- jT - H + TS + w + '. (". ri - ■'■ ri) + "■ \'' ^-'"'ji) 









+<•.(».?$- 


^^.&) 


i+« 


.K 


fe-'. 










+« 


.{''.^- 


«.fe) 


+i, 


:(.. 


II-'. 


i?) 


da aber: 
























«,4- 


'i.«,- 


5, »ifc- 


-Ci«. 


= — 


1, 






80 wird: 




















^, 


(«. 


ii-A, 


te)+''.(«.|?^ 


-".e 


)- 


1.E,- 


-C.1. 




und: 




















»■6-1 


»i1. 


+ l',fe- 


-'.t.+ 


»,%-'i.! 


i.=— 


2(«,, 


',+ 


i,',+ M)- 


Folglich: 
, 1 . 






1 


^ + S 


+1^- 


^-fe 









(6){und entsprechend: 

1 _ 1 , (^j^ . (T^ . üfii 

l if, ~ X "•" 'd!o "•" ey "•" dz ' 

Die Grösse # ist gegeben durch die Gleichung: 
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% 15. Die GrÖBse ». 107 

Wendet man die Formeln an: 

so wird: 

Man ersetze hier £* durch 1 — ij* — f^ u. b. f. und nehme: 

dann wird: 

oder ■ 

(8) # = c' 4- e. 

Ersetzt man in den Klammem von (7) die Grössen k,, Xi, ^ bez. 
durch £A, — ijpjj 1^ — gx,, ijXj — |Aj, so entsteht wegen: 

die weitere Gleichung; 

Der durch die Gleichung (8) gelieferte Ausdruck von # ist nicht 
rational in £, i;, g und ihren Ableitungen. Dai^llungen von #, die 
rational in diesen Grossen sind, findet man anf verschiedenen Wegen. 
Der einfachste derselben scheint folgender zu sein. Man gehe aus 
von (14) § 14, wonach: 

Nacli (13) g 14 ist: 

nach § 13 und § 14: 

2e.= 2f? + ^~^, 2a, = ^ + ^, 
somit wird: 

Differentiirt man diese Gleichung nach x, die Gleichung: 
^■.. - W., - i. (s;^ - -;-) - J. (^ + ^) + 2.., 
nach tf, die Gleichung: 
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108 Dritter Theil. Doppelt unendl. Cnr*en«cliar, festliegt durch Differentialgla. 

nach z und addirt die Ergebnisse, so entsteht unter Berücksichtigung 
TOn (11) § 7: 



(9) "- 

Da aber: 



+ .(«'+2(5r, + K.)+J.W-A-;^) + 2«'+»(i-i)' 



'rr + 'pT'y^^ + '^si + '^j;)' 
4, + i = .'+2A (;-i)'=^^. 

80 eothält die Beziehung (9) eine Darstellung von & in der verlangten 
Form. Dieselbe gewinnt an Bedeutung, wenn c — > 0. Aladann liefert 
sie die Bedingung, unter welcher die Flächenschar, deren orthogonale 
Trajectorien mit der betrachteten Curvenechar zusammenfallen, einem 
dreifach orthogonalen Flächensystem angehört (# = 0), in der Gestalt: 

(10) ^ B. - ?..} j. g(-yi.--y» ) , HN,.-N„) ^ „ 
'• ' dx ' cy ' 8i 

Diese Form der fraglichen Bedingungagleichung ist von Herrn Fro- 
benius im Journal für die r. u. a. Mathem. Bd. 110, S. 23 hei^leitet 
worden. 

Der Gleichung (10) lassen sich noch andere ebenfalls sehr öber- 
sichtliche Formen geben. Man findet: 

somit kann man (10) ersetzen durch: 

(11) «^W + ?_%.&) + ?95(4>„o. 

^ ' ?x ' cy ' cz 

Führt man endlich die Bezeichnung ein: 

*.(8)-||5. 

und berüclisichtigt, dass identisch 









2 + °A-'>. 



80 findet man an Stelle von (11) 

(12) »,(.,) + »,(«,) + *.(^.)-0. 
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§ 16. Curretuch&r mit einer Torgeschriebenen Schar von Asymptotenlinien. 109 

Diese Form der Bedingung^Ieichung ist von Herm Weingarten im 
Journal für die r. u. a. Mathem. Bd. 83, S. 9 mitgetbeilt, ttuch Ton 
Herrn Frobenius in der vorhin genannten Arbeit S. 24 b^Undet 
worden. 



§ 16. Onrvenaoliar mit einer voi^eachriebeneii Sohar von 
Asymptotanlinien. 

Besitzt eine Cnrvenschar reelle Aaymptotenlinien, die nicht gerade 
sind, so besteht sie aus den Binormallinien jeder der beiden Scharen 
von Asjmptotenlinien. Es liegt daher nahe, falls eine Gurvenacbar 
gegeben ist, nach derjenigen Curvenschar (C) zu fragen, für welche 
sie eine Familie von Asymptotenlinien bildet, und weiterhin die zweite 
Familie der Asymptotenlinien der Schar (C) zu bestimmen. 

Wir legen zu diesem Zweck eine Curvenschar durch die Glei- 
chungen fest: 

(1) dxidff-.dg'^u-.v.w, 

wo «, V, w Functionen von x, y, B seien, welche der Gleichung: 
««+v»+m;»=1 

genügen und nehmen 5— = "i» g~ ^ »i u. s. f. 

Die fr^liche Curvenschar ist ein Strahlensystem, falls zwei der 
folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

IMjU + Ujtt+ «,« = 0, 
'"l" "I" **'«'' ~l~ ""^iV^ ^ ^■ 
In diesem Falle verstehe man unter £, i?,£ drei Functionen von x,y,e, 
welche den Gleichungen genügen: 

6m + i?t- + £«; = 

£* + V + ?'' =1, 

und setze: 

S' = vf — WTj, 1?'=«-! — «£, £'=ul? — «g. 
Ist die fragliche Curvenschar kein Strahlensystem, so mögen die Rich- 
tungscosinus ihrer Hauptnormalen mit %' , rj', £', die ihrer Biuormalen 
mit I, ij, S bezeichnet werden. 

Die Differentialgleichungen: 
(3) dx:dy:ds = %:ri:% 

bestimmen dann eine Curvenschar (C), fflr welche eine Familie von 
Asymptotenlinien durch die Gleichungen (1) festgelegt wird. 
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1 10 Dritter Theil. Doppelt unendl. CurvenBchfur, festgelegt durch Djfferentialglu. 

Die Normalkrümmung der durch (1) gekennzeichneten orthogo- 
nalen Tmjectorien der Curvenschar (c) ist nämlich: 
— «(!,« + 1,« + laif) — t;(7j,« -\- %^-\-%«^) — 'P({;i" + Si« + £s«), 
oder: 

S(m,w + u^v -i- u^u^ + ^ (v^h -^ v^v ■{- v^w) + £(WiM-|- WjV -I-Ws«-')- 
Ist die Schar (1) ein Strahlenaystem, eo verschwinden hier die Coefß- 
cienteu von |, i;, £ rermöge (2), anderenfalls sind sie proportional den 
Richtungscosinus der Ilauptnormalen , sodass jedesmal die Normal- 
krümmung den Werth Null besitzt. 

Eine Schar orthogonaler Trajectorien der Schar (C) wird festgelegt 
durch die Differentialgleichungen: 

dx :dy: de = mu + »|' : mv -f- wij' : mw -j- ng', 
wo: 

sein möge. Bezeichnen wir die Richtungscosinus ihrer Hauptnormalen 
mit I", 1}", £", ihre erste Krümmung mit — , so ist: 

Damit sie die zweite Familie der Äsymptotenlinien der Schar (c) dar- 
stelle, muss sein: 

oder: 

Hier verschwindet der Factor von »»* und es bleibt: 

Diese Gleichung lässt sich von zwei Gesichtspunkten aus betrachten, 
indem ihre Coefficienteu sowohl in Bezug auf die Curvenschar (C), wie 
in Bezug auf die ursprünglich gegebene Curvenschar (1) eine bestimmte 
geometrische Bedeutung besitzen müssen. Halten wir uns im Oebiete 
der Schar (C), so ist 

u = «,x, + ßjX(, i> = «: A, -I- Oj^lg, IV = a,fi, -|- a,^, 



(4) 
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§ 16. Curvenschar mit einer Torffeachriebenen Schar von AByraptotenlinieii. 111 
ZU setzen, wo nach § 10: 



V h, h, V k, h, 

Mail hat dann: 

= — X, (wfir, (S) + vg^ (f)) + wffi (g)) 

— JCa («ft (I) + vg^ (ij) + tefft (S)) 

— I («So (I) + vg^ (ij) + w<7(, (g)) 

= »<. (J - ^«,) + -^ {*«, + 1;) - S (>; + >^), 

folglich : 

l-2i«'+i'2i».+t'2i'^'—''Mi:-r)+' — V}.V^l+'- 

Ferner: 

Z".' — ^s's.— '.(?+'«.)-«.('«.-:;)-£(-t+t)' 

daher: 

6-2'".'+ v2:a-+ f^"«.- 1^' + 1' - ^ + i ■ 

Wir erhalten so an Stelle von (4) : 

'Vi;V^''-{l: + {)" = »■ . 

Hierin liegen die früher gefundenen ^tze, dass die beiden Scharen 
von Asymptotenlinien in eine zusanunenfallen, wenn j~-r- = 0, dass 
sie zu einander senkrecht sind, wenn ^ — 1-^ = 0. 

Beziehen wir zweitens die Gleichung (4) auf die gegebene Curven- 
schar (1), so hat man u, v, w der Reihe nach durch |, ij, £ zu er- 
setzen, ferner 
^' = «1= «iä<i + «s'^» i?'=fci= «i^i + o^iü, £' = C,= «ifti + OiPs, 
g =ag = — a^Xi-l-a,«^, i? = ''^=— «g^i + a, A^, £=<■»=— a*f*i + «!(»» 
zu nehmen. Ist die Curvenschar (1) ein Strahl ensystem, so sind a^ 
und a^ nur der Bedingung: 

.,=+«,'- 1 

unterworfen. Anderenfalls wird: 
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113 Dritter Theil. Doppelt unendl. Currenecbar, feetgete^ durch Differentialgln. 
~P,_ _ J^ __ 

sodass nach den Bezeichnungen des § 10 die Gurren T, = mit den 
Hauptnonnallinien, die Gurven T, ^ mit den Binormallinten der 
Schar (1) zusammenfallen. 

Die Gleichung (4) nimmt jetzt die Gestalt an: 

".(«,2''^i,+',2'».j.+<^,2'"»fe+s2°>ll+i2'«.fe+t2'°«fe) 

Hier wird: 

und damit: 

Femer : 

">.»d(<'.) + '<.?,(«!)+» — 7^- 

Endlich: ^r, 

^UtüiCoi) «.SiK) + «lüiW + -i;> 

2'°>*-°') «.».("i) + «■•<'.(''.) — 'i;. 

«,2'''<»>(''i) + ''>^''>'''>(''")""-'i('^)~ft'^'"') + "^ ^ Ji — jT' 
An stelle der Gleieliung (4) entstellt somit: 

(j^ + I^) •» + *--»■ 
Wenn ^- verschwindet, wird m gleich Null, und es folgt der Satz: 

Besitzt eine Ourvensdiar zwei gu einander senkrechte Scharen (Ä^) und (><,) 
v<m Asyrtvptoteiüinien, so besteht die Schar (^,) aus geodätischen Linien 
der Schar (A^) und umgekehrt. 

Die Bestimmung derjenigen Gurvenscharen, fflr welche die beiden 
Familien der Asymptote nlinieu zusammenfallen und geradlinig sind, 
hat Herr Voss Mathem. Annalen, Bd. 23, S. 64 durchgefflhrt. 
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